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1. LA AXIOMATIZACION:
1.1. AXiomatizar:

La base de la construccién de cualquier disciplina matematica es el método
axiomatico, es decir, el establecimiento de un conjunto de reglas de
razonamiento, de enunciados postulados o axiomas a partir de las cuales, y
por las reglas de inferencia del sistema, se derivan otros enunciados o
proposiciones que llamaremos teoremas.

Un axioma es un enunciado aceptado como regla cel juego de la inferencia
l6gica. Es un principio que permite iniciar una proceso légico de deduccion
tomandolo como partida de los pasos de razonamiento.

El conjunto inicial de signos, definiciones, enunciados postulados o axiomas
y reglas de derivacién desde tales axiomas es el Sistema Axiomatico de la
disciplina que se construye. Este conjunto inicial de axiomas o reglas no
puede se un conjunto cualquiera de enunciados, sino que debe cumplir los
necesarios requisitos que permitan el desarrollo légico.

Debe ser, en efecto, indecidible, consistente y no contradictorio. El objetivo
es que sea completo, es decir, que a partir de él pueda derivarse cualquier
enunciado de la disciplina a la cual sirve de fundamento.

1.Indecidibilidad: Ningln axioma del sistema puede ser obtenido como un
teorema partiendo de los restantes.

2.Consistente internamente: Nunca padra ser derivada una contradiccion
como teorema.

3. No contradictoriedad: Lo afirmado por un axioma no contradice a lo
afirmado por cualquiera de los restantes axiomas del sistema.

[Regresar]

1.2. Estructura de un sistema axiomatico:

Un sistema axiomatico bien disefiado, S, debe contener necesariamente los
siguientes elementos:

1. Una lista de letras y de los demas simbolos a utilizar en S.

2. Una serie de reglas que establezcan qué complejos de signos son
enunciados bien formados en S.

3. Una lista completa de aquellos enunciados bien formados en S que van a
utilizarse como axiomas.
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4. Una lista completa de las definiciones utilizadas.

5. Una exposicion de las condiciones necesarias y suficientes que debe
reunir una demostracion, dando por resultado un teorema en S.

6. Una lista completa de las reglas de deduccién en S, reglas que

determinaran y limitaran los movimientos u operaciones a efectuar con los
enunciados bien formados de S.

7. En el caso de que puedan utilizarse en S los teoremas de alguna otra
rama de la l6gica o la matematica, deberd haber una estipulaciéon que asi lo
especifique.

Resumidamente expuesto diremos:

a) Un enunciado bien formado en S es 0 un axioma o el ultimo paso de
una demostraciéon, un teorema.

b) Una demostracién es una cadena de enunciados bien formados en S,
cada uno de los cuales es un axioma o un enunciado obtenido correctamente
mediante las reglas de derivacion.

El sistema S asi construido sera indecidible si, y solo si, ninguno de los
enunciados declarados como axiomas puede obtenerse como el udltimo paso
de una demostracién a partir de los restantes axiomas del sistema.

El sistema S sera consistente internamente si y solo si dos enunciados

contradictorios (€ y no-e, por ejemplo) no son teoremas en S, no pueden
obtenerse ambos como teoremas.

El sistema S sera no contradictorio si y solo si lo que afirma uno
cualquiera de los enunciados declarados como axiomas no contradice lo que
afirma ninguno de los restantes.

El objetivo basico del disefio de S es que sea completo, esto es, que
cualquier enunciado bien formado en S sea un axioma o un teorema.

regresar

1.3. (Qué es la Metamatematica?:

Fruto del estudio de la axiomatizacién, y de las condiciones de construccion
de una axiomaética valida es una nueva rama de la légica matematica: La
Metamatematica.

La Metamatematica se ocupa de lo que en verdad puede afirmarse de un
sistema deductivo o de un bloque de sistemas deductivos. Por ejemplo, de
afirmaciones sobre la consistencia, no contradictoriedad, etc.

Si S es un sistema que versa sobre un determinado campo de investigacion
cientifica C, entonces el propdésito de S es la construccién de un entramado
de teoremas, deductivamente obtenibles, sobre C, que establecen qué
relaciones se dan en verdad entre los objetos de C.
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Si S es, por ejemplo, una aritmética, entonces, un enunciado como "8 + 2

= 10" es un enunciado que se refiere a nimeros, es decir, es un teorema de
tal aritmética.

Por otro lado, un enunciado como este "el enunciado '8 + 2 = 10' pertenece
a S"no es un teorema de S, sino de la metamatematica S’ de S.

Hay wuna diferencia clara entre S y S'. Todo sistema S tiene su
metamatematica S' a la que comunmente se llama "su ldgica" y esta
integrada por los enunciados verdaderos, y los argumentos construidos a
base de ellos, que pueden hacerse sobre S, mientras que S, a su vez, esta

integrado por los enunciados verdaderos, y los argumentos construidos a
base de ellos, que puedan hacerse sobre C.

[Regresar]
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2. LA CONCEPCION DE LA MATEMATICA:

Lo que caracteriza a la matematica es el proceso de extraer las
consecuencias loégicamente implicadas en cualquier sistema de axiomas o
postulados, asi como Ila reformulacion de Ilos sistemas axiomaticos
establecidos o la formulacién de nuevos sistemas axioméaticos acordes con
las necesidades de la investigacion.

Los problemas que el desarrollo de la teoria del conocimiento plantea
pueden o no ser resueltos con los sistemas axiomaticos existentes en el
momento de ser planteados. La aparicion de problemas no resolubles dentro
de una determinada construccion es lo que impulsa a la revisiéon de los
cimientos, de la axiomatica, en un proceso epistemolégico o de conocimiento
hacia atras. Esta revision permitiria la reformulacién del sistema de axiomas
Yy, en consecuencia, la obtencién de nuevos teoremas desde el sistema
axiomatico reformulado, en un nuevo paso de conocimiento hacia adelante.
La repeticiéon ad infinitum de estos procesos es, en esencia, el quehacer
matematico.

Las consecuencias, proposiciones o teoremas, que en conjunto componen el
cuerpo de doctrina obtenido desde una determinada construccion
axiomatica, constituye el avance hacia adelante, deductivo, de la ciencia
matematica.

Pero este desarrollo continuo de la matematica hacia adelante y, por otra
parte, la necesidad siempre latente de revisar sus fundamentos, plantea, en
lo que se refiere a su ensefianza en el nivel medio, la necesidad de adoptar
los nuevos enfoques de la disciplina a la previa formacién de los alumnos,
muy jovenes, que cursan la Ensefianza Secundaria Obligatoria o el
Bachillerato. Es preciso presentar la disciplina de forma que los alumnos del
Bachillerato puedan introducirse de forma natural en los estudios
universitarios y en la investigacion.

Es por esta razén que el ensefiante de la disciplina en el nivel medio debe,
necesariamente, dominar los dos aspectos del quehacer matematico: la
fundamentacién axiomatica de la disciplina, por una parte, y el contenido
estructural del cuerpo de doctrina, por otra. Es decir, se trata de entender
claramente tanto la cuestion de la fundamentacion, como el manejo de las
estructuras que constituyen los diferentes campos matemaéaticos.

Se hace, en definitiva, preciso, en el aspecto conceptual:

a) Entender definitivamente al método axiomatico como base de cualquier
construccion matematica. Aceptar el hecho de que la aparicidon de resultados
paraddjicos en cualquiera de sus ramas, como la teoria de conjuntos, ha
obligado a fortalecer las condiciones de validez de los sistemas de axiomas,
hasta, finalmente, establecer la incompletitud en la fundamentacién de
cualquiera de las construcciones de la disciplina, incompletitud descubierta y
expuesta por Kurt Godel en su memoria de 1931.

b) Establecer el contenido legaliforme de los procesos matematicos y
entender como las particulares propiedades de las leyes que rigen tales
procesos permiten englobar a las entidades dotadas de leyes internas con
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propiedades afines en estructuras homologas, y a los procesos a desarrollar
en cada estructura, en su correspondiente Algebra o Calculo.

[Rearesar]
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3. LA ANTIGUA CONCEPCION DE LA MATEMATICA:

La matematica ha sido considerada hasta el siglo XIX como una ciencia de
medicidon de lo cuantitativo. Se la consideraba como la ciencia que pretende
el conocimiento de una propiedad inherente a los fendmenos naturales: la
cantidad.

Partiendo, en efecto, de un sistema de proposiciones postuladas como
ciertas, a las cuales se les exigia en general autoevidencia, es decir, que
fueran concordantes de forma inmediata con la realidad espacio-temporal,
habria de ser posible formalizar, de forma ldgica, las leyes de los fendbmenos
naturales.

Bastaba la autoevidencia de los sistemas de axiomas, en cualesquiera de las

ramas de la disciplina, para afirmar su indecibilidad, consistencia y no
contradictoriedad, o sea:

1. No seria ningun axioma deducible de los demas

2. No se obtendrian teoremas contradictorios desde el bloque de los
axiomas

3. La afirmacién de un axioma no contradice lo afirmado por ninguno de los
restantes axiomas.

En resumen, la confianza en Ila fundamentacibn de cualquier rama
matematica se establecia por la autoevidencia de cada uno de los axiomas
del sistema que le servia de base. Esto ocurria, por ejemplo, con el sistema
de axiomas que postulé Euclides para la construccion de sus Elementos de
Geometria:

"l. Trazar una linea desde un punto cualquiera a otro punto cualquiera.
(Por dos puntos pasa una recta)

"ll. Prolongar de manera ilimitada en linea recta una recta ilimitada."
(Una recta se puede prolongar indefinidamente)

"l11. Describir un circulo para cada centro y cada radio."

(Por cada punto, y para cada longitud existe un circulo de centro el punto y
de radio tal longitud)

"IV. Todos los angulos rectos son iguales.”
(Todo angulo recto mide lo mismo, 90 grados)

"V. Si una recta, al incidir sobre otras dos, forma del mismo lado angulos
internos menores que dos rectos, las dos rectas prolongadas al infinito se
encontraran en el lado en que estén los angulos menores que dos rectos."
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(Si una recta corta a otras dos y no forma angulo recto con ambas, las dos
rectas se cortaran)

Este sistema axiomatico habria de ser, con toda seguridad, consistente, no
contradictorio e indecidible, en bloque, a causa de su aparente
autoevidencia.

Con el sistema axiomatico de Euclides se construyd la Geometria clasica
hasta el siglo XIX, es decir, se desarroll6 toda la Geometria plana y
tridimensional que sirvié de base al desarrollo de la mecéanica de Newton, de
Lagrange, de Hamilton, etc. Es esta la Geometria "intuitiva”, concordante
con nuestra percepcion de la realidad espacio-temporal. Es la Geometria que
se ensefia actualmente a los joévenes en los niveles no universitarios de la
Matematica, y es, finalmente, la geometria valida en nuestro entorno, en el
entorno en el que se desarrolla la vida cotidiana.

[Regresar]
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4. UNA ANTIGUA SOSPECHA:

Pero, como se observa, aunque las cuatro primeras proposiciones de
Euclides parecen evidentes, no parece tan sencillo el quinto enunciado
(histéricamente llamado Axioma de las paralelas).

Ya desde los mismos tiempos de Euclides se duddé de la autoevidencia del
quinto de los axiomas, del Axioma de las paralelas.

Fueron varias las razones por las que ya los griegos no consideraron
autoevidente este axioma. En él se hablaba de rectas que se tocaban "en el
infinito”, pero ¢qué es el infinito?. Se hablaba de algo que ocurriria en
regiones remotas del espacio, no abcesibles. Euclides define las lineas rectas
como lineas situadas en un plano que, "prolongandose indefinidamente en
ambas direcciones, no se encuentran". Por consiguiente, decir que dos lineas
son paralelas es sentar la afirmacion de que no se encontrardn ni siquiera
"en el infinito". Pero los antiguos griegos conocian ya lineas que, aunque no
se cortan en ninguna region finita del plano, se encuentran "en el infinito":
las lineas asintéticas.

Esta y otras consideraciones hacian dudar de que fuera autoevidente el
axioma.

Pero, si el quinto postulado no es autoevidente, /no sera una proposicion

demostrable? ¢(No pudiera haber sucedido que Euclides la incluyé como
axioma sin haber comprobado que no podia obtenerse como un teorema?.

Sospechaban que pudiera ser una proposicion decidible desde las otras
cuatro del sistema axiomatico de Euclides.

Esta sospecha de que el llamado Axioma de las paralelas pudiera obtenerse
como un teorema desde el resto de los axiomas llevé a multitud de
estudiosos de la matemaética al intento de conseguir una demostracién del
mismo, a lo largo de mas de dos mil afios de trabajo, siempre infructuoso.

El fracaso de todos los intentos de demostrar este enunciado de las paralelas
como un teorema a partir de los restantes cuatro axiomas euclidianos indujo
a algunos matematicos del siglo XIX a pensar en la posibilidad de que
efectivamente es una proposicion indecidible desde el resto de los axiomas y
que, por consiguiente, si se sustituyera por otra proposicion también
indecidible, que no fuera contradictoria con ninguno de los otros cuatro
axiomas podria, quizds, obtenerse un sistema axiomético distinto
internamente consistente, es decir un sistema axiomatico en el que no se
obtendria nunca una contradiccion como teorema. Se penso, pues, en la
posibilidad de construir otras geometrias, geometrias que serian no
euclidianas.

[Regresar]
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5. EL CAMBIO EN LA CONCEPCION DE LA MATEMATICA:

Se inicié el trabajo de demostrar la imposibilidad de deducir de los otros
axiomas el postulado quinto de Euclides, con lo que comenzd a tenerse una
concepcién nueva de la matemaética:

a) El descubrimiento de que en matematica puede demostrarse la
imposibilidad de demostrar.

b) El descubrimiento de que pueden construirse sistemas axiomaticos no
necesariamente autoevidentes.

La creencia tradicional, pues, de que los axiomas de la geometria (o los
axiomas de cualquier otra rama de la matematica) pueden ser establecidos
por su aparente autoevidencia fue asi destruida en su misma base. Ademas
fue haciéndose cada vez mas claro que la tarea propia del matematico puro
es deducir teoremas a partir de hipotesis postuladas, y que desde el punto

de vista de la matematica no le atafie la cuestidon de si los axiomas de que
parte son realmente verdaderos.

La modificacion mencionada en la geometria ortodoxa estimularon la
perfeccién y revisiébn de otros sistemas axiomaticos, dandose fundamento
axiomatico a campos de investigacion que hasta entonces habian sido
cultivados en forma parcialmente intuitiva, como la teoria de los ndameros
naturales, axiomatizada por Peano.

La conclusién dominante de todos estos acontecimientos es que la antigua
concepcion de la mateméatica como "ciencia de la cantidad" es equivocada,
ademas de ser engafiosa. Se hizo, en definitiva, evidente, que la matematica
es la disciplina por excelencia que extrae las conclusiones légicamente
implicadas en cualquier sistema de axiomas o postulados. Se ha reconocido,
incluso, que la validez de una demostracion no depende en absoluto de
ningun significado especial que pueda estar asociado con los términos o
expresiones contenidos en los postulados. La matematica, pues, ha

resultado ser algo mucho mas abstracto y mas formal de lo supuesto en la
antigua concepcion de la disciplina.

[Regresar]
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6. EL PROBLEMA DE LA CONSISTENCIA INTERNA:
6.1. Naturaleza del problema:

El elegir una proposicion indecidible en sustitucion del quinto axioma de
Euclides y que no contradiga a los restantes axiomas del sistema es
inmediato, pero ¢como asegurarnos de que el nuevo sistema asi construido
es internamente consistente? ;Cémo asegurarnos de que al introducir ese
nuevo axioma en sustitucién del de Euclides no se obtendria en el futuro una
contradiccion como teorema?.

Se planted, en definitiva, el problema de construir geometrias distintas de la
de Euclides, geometrias que tuvieran como sistema axiomatico base los
cuatro primeros axiomas euclidianos mas un quinto axioma sustitutivo del
axioma de las paralelas. Todo dependia de que pudiéramos demostrar la
consistencia interna de los nuevos sistemas axiomaticos asi construidos.

Surgié asi un acuciante problema: ;cémo probar la consistencia interna de
un sistema axiomatico?. Este es el llamado Problema de la consistencia
interna.

El fundamento de la confianza en la Geometria Euclidiana es el recto
principio de que no pueden ser simultineamente verdaderas afirmaciones
l6gicamente incompatibles. Por consiguiente, si es verdadero un conjunto de
afirmaciones (que es lo que se daba por supuesto respecto de los axiomas
de Euclides) estas afirmaciones son mutuamente consistentes.

Las Geometrias No Euclidianas, construidas modificando uno de los cinco
axiomas de la Geometria de Euclides, pertenecen a una categoria diferente.
Sus axiomas fueron -considerados inicialmente como siendo claramente
falsos respecto del espacio, y, por consiguiente, dudosamente verdaderos
respecto de cualquier otra cosa.

Por ello fue considerablemente arduo, a la par que decisivo, el establecer la
consistencia interna de los sistemas no euclidianos. La posibilidad de la
misma existencia de estas geometrias pasd a depender de que se pudiera o
no encontrar una prueba de la consistencia interna del sistema axiomatico
correspondiente.

[Regresar]

6.2. El método del modelo:

Fue ideado, en principio, un método general para la resolucién del problema
de la consistencia. La idea basica consistio en encontrar "un modelo" (o una
"interpretacion”) para los postulados del sistema axiomatico, de modo que
cada postulado fuera una afirmacion verdadera respecto de tal modelo.

El modelo respecto al cual resulta valida la geometria euclidea es el espacio
ordinario. Pero se trataba de encontrar otros modelos cuyos elementos
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pudieran servir de puntos de apoyo para determinar la consistencia de
postulados abstractos.

La consistencia de la geometria riemmaniana, por ejemplo, quedara
probada si se encuentra un modelo, de consistencia previamente probada,
en el cuadl puedan encarnar sus postulados. Interpretando la expresion
"plano” de los axiomas riemmanianos por "esfera" euclidiana, el "punto de
un plano” como "punto de una superficie esférica”, la "linea recta"
riemmaniana por el "arco de circulo maximo de la esfera" euclidiana, etc., se
tiene que cada postulado de Riemman se traduce en un postulado de
Euclides: asi, por ejemplo, la interpretacién del postulado riemmaniano de
las paralelas es el siguiente enunciado: "por un punto de la superficie de una
esfera no puede trazarse ningldn arco de circulo maximo paralelo a un arco
dado de circulo maximo". En este sentido, un modelo respecto del cudl es
consistente la geometria de Riemman, resulta ser el sistema de Euclides.

Pero, aunque pueda parecer concluyente el método del modelo, resulta que
con su utilizacién el problema no se resuelve, sino que se desplaza, al apelar
a la consistencia previa de un modelo que, realmente, no ha sido probada.
Se intenta, en el caso de la Geometria Riemmaniana, probar su consistencia
apelando a la consistencia, no absolutamente probada, de la geometria
euclidiana.

A la cuestiéon de si son o0 no consistentes los axiomas de la geometria
euclidiana, se puede contestar que son consistentes por ser verdaderos
respecto del modelo espacial, respecto del espacio. Pero esta respuesta no
sera absolutamente valida, puesto que subsiste la posibilidad de que un
hecho o caracteristica del espacio ordinario, hasta ahora inobservado, puede
contradecir las hipétesis del sistema en un descubrimiento futuro.

De los axiomas de Euclides se puede afirmar que son probablemente
consistentes, nunca que son absolutamente consistentes.

[Regresar]

6.3. Las pruebas absolutas de consistencia:

David Hilbert hizo un ensayo en una direccidon diferente al "método del
modelo”. Se trataba de encontrar pruebas absolutas de consistencia de un
sistema axiomatico. Pruebas que no dieran por supuesta la consistencia de
ningin modelo.

El primer paso en la construccidon de una prueba absoluta, tal como concibi6
Hilbert el problema, es la formalizacion completa del sistema deductivo. La
formalizacién completa, esto es, la extraccion de todo significado de las
expresiones existentes dentro del sistema. Se las deberad considerar,
simplemente, como signos vacios. La finalidad de esta formalizaciéon es
construir un sistema de signos, un céalculo, que no oculte ninguna expresiéon
y que solo contenga las expresiones del sistema. Los postulados y los
teoremas seran "hileras" o sucesiones de longitud finita de tales signos
carentes de significado; hileras construidas conforme a reglas establecidas
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previamente para combinar los signos elementales el sistema para formar
mas amplios conjuntos.

Una vez formalizado el sistema, la derivacién de teoremas queda limitada a
la transformacién de un conjunto de estas hileras en otro conjunto de
hileras, siempre mediante las reglas aceptadas. La formalizacibn completa
del sistema muestra las relaciones légicas estructurales de las diversas
hileras de signos, como permanecen unidas, cobmo se combinan, cémo se
alojan una en otra, etc.. Resulta, pues, el disefio abstracto de un gran
mosaico.

Las declaraciones acerca de las hileras de signos de un sistema formalizado
completamente, de sus conexiones y propiedades, las llamé ya Hilbert
declaraciones metamatematicas. Es decir, la matematica sera la
formalizacion del sistema deductivo y la metamatematica es la légica de esta
formalizacion, o sea, la descripcion de la matematica.

La construccién de una prueba absoluta queda, pues, basada en la distincién
entre un céalculo formal y su descripcidon. El analisis consiste en anotar los
diversos tipos de signos que se dan en un calculo, indicar como combinarlos
en férmulas, prescribir como pueden obtenerse nuevas férmulas a partir de
otras y determinar si fé6rmulas de una determinada clase pueden derivarse
de otras mediante reglas operativas explicitamente enunciadas. De esta
forma seria posible, segun Hilbert, presentar cualquier calculo matematico
como un esquema "geométrico” de férmulas, interconectadas mediante un
numero finito de relaciones estructurales; seria, por consiguiente, posible,
examinando exhaustivamente tales relaciones de estructura, demostrar que
no pueden obtenerse formulas formalmente contradictorias a partir de los
axiomas del célculo.

El requisito esencial del procedimiento de Hilbert es que las demostraciones
de consistencia no utilicen procesos que hicieran referencia a un ndmero
infinito de propiedades estructurales de féormulas n a un ndmero infinito de
operaciones con las férmulas del calculo. Tales procedimientos, llamados
"finitistas”, son los que permiten definir una prueba de consistencia como
absoluta.

Una prueba absoluta podria establecerse, segun Hilbert, utilizando un

pequeio ndmero de principios de deduccidn y sin presuponer la consistencia
de ningln otro sistema axiomatico.

Se han logrado pruebas absolutas de consistencia en algunas ramas de la
matematica. Un ejemplo notable es la prueba absoluta de la consistencia de
la l6gica elemental de proposiciones.

[Regresar]

6.4. La consistencia de la l6gica de proposiciones:

En un primer paso se formalizara el sistema, para conseguir, en un segundo
paso, la demostracién de que no es posible probar una contradiccibn como
teorema.
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La formalizacion de la légica de ~proposiciones puede conseguirse en cuatro
fases:

a) Preparacion de un catalogo completo de signos que se han de dar en el
célculo.

b) Establecimiento de las reglas de formacion, para construir la gramatica
del sistema. Estas reglas indicaran qué signos pueden ser aceptados como
formulas.

c) Expresion de las reglas de transformacién que describirAn de manera
precisa la forma de derivar teoremas.

d) Seleccidon de algunas de las féormulas como axiomas (son las "formulas
primitivas” o postulados).

Puede obtenerse esto en varios pasos:

Primer paso: formalizar el sistema:

_a) Signos del calculo:

a.l) Variables:

- proposicionales (p,q,r, ...), que representan enunciados verbales
- predicativas (P,Q,R, ...), que representan predicados concretos.

a.2) Signos constantes, o conectores (v, -->, <-->, ...), que sirven para
conectar las variables proposicionales.

b) Reglas de Formacion:
b.1) Las férmulas son las combinaciones de signos elementales.
b.2) Cada variable proposicional es también una férmula.

b.3) ElI enlace mediante conectores proposicionales de cualesquiera
formulas es también una formula.

¢) Reglas de Transformacion:
c.1l) La Regla de Sustitucioén:

- De una férmula que contenga variables proposicionales puede siempre
derivarse otra férmula sustituyendo uniformemente las variables con nuevas
formulas.

c.2) La Regla de Separacion:
- Dos férmulas que tengan la forma

Fi
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Fl -——= F2
derivan siempre la féormula F5.
d) Los Axiomas:

Consideremos los cuatro axiomas que fueron expuestos por Russell y
Whitehead en los "Principia Mathematica':

pvp--->p

p--->pvq

pvg--->qvp
(p--->q)---=>[(rvp)---=>(rvq)]

Segundo paso: Un propiedad general de sistema:

Hay una propiedad general que verifican las formulas del sistema axiomatica
definido para la légica de proposiciones:

Si se pudiera deducir del sistema una formula F y su negacién no-F,
entonces se deduciria cualquier férmula. Es decir, si el calculo es
inconsistente toda férmula es un teorema.

En efecto: Sea el teorema p ---> (no-p ---> q), facilmente derivable de los
axiomas. Sustituyendo la variable p por F sera: F ---> (no-F ---> Q). A
partir de aqui, y juntamente con F, que se ha supuesto demostrable, se
obtiene por aplicacién de la regla de separacion:

no-F ---=>(q

y como no-F se supone también demostrable, aplicando nuevamente la
regla de separacién, se obtiene q.

Como q puede sustituirse por cualquier férmula, por la regla de sustitucion,

resulta que toda férmula es demostrable si el sistema no tiene consistencia
interna: toda féormula es teorema.

De este resultado se deduce que si se encontrara una férmula no
demostrable, entonces el sistema sera consistente.

Si se demuestra, pues, la existencia de, al menos, una férmula que no
pueda ser deducible del sistema, el calculo preposicional sera consistente
internamente, y tal prueba sera absoluta, puesto que no presupone la
consistencia de ningun otro sistema (modelo) y cumple los requisitos
finitistas de Hilbert.

Tercer paso: Hay una formula no demostrable:

Tratemos de encontrar una propiedad de los axiomas del sistema que sea
hereditaria a todos los teoremas. Bastara ver si una féormula dada tiene esa
propiedad para saber si es teorema o0 no lo es.
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Lo que, en resumen, se precisaria, es encontrar una sola formula sin esa

propiedad hereditaria. Hecho esto, la consistencia del sistema quedara
probada.

Elijamos la propiedad de ser tautologia. Definimos tautologia, o proposicion
tautolégica, como aquella que no excluye ninguna posibilidad légica, o, dicho
mas intuitivamente, que sea necesariamente verdadera,
independientemente de si lo son o no las variables proposicionales que
figuran en su formula representativa.

Es inmediato que los cuatro axiomas antes enunciados son tautologias. Es
decir, poseen tal propiedad. Y es facilmente demostrable, asimismo, que la
propiedad es hereditaria, o sea, que si los axiomas son tautologia, también
lo sera cualquier formula derivada de ellos utilizando las reglas de
separacioén y sustitucion.

Ya solo falta encontrar una férmula que no sea tautologia. Bastaria, por
ejemplo, la formula p v . Esta férmula no es tautologia. No es cierta

siempre, independientemente de los valores de las variables que intervienen
en su expresion, py q.

Luego, p vV g no es un teorema.

Por consiguiente, la l6gica de proposiciones es consistente.

[Regresar]
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7. CONSISTENCIA'Y COMPLETITUD:

El calculo proposicional, ademéas de consistente es completo, entendiendo
por sistema axiomatico completo aquel desde el cual sea posible la
deduccion de todos los teoremas correspondientes al campo matematico
axiomatizado. Que el céalculo proposicional es completo exige una
demostracion metamatematica de gran prolijidad y, en definitiva, viene a
manifestar que toda tautologia es deducible del sistema axiomético. Toda
verdad ldgica es derivable de los axiomas del céalculo proposicional.

Admitida la completitud, resulta que el calculo proposicional es un ejemplo
de sistema en el cual se han alcanzado plenamente los objetivos del
programa de Hilbert.

Pero no ha ocurrido asi con otras ramas importantes de la matematica.
No ha ocurrido esto, por ejemplo, con la Aritmética.

Resultaron infructuosos los intentos repetidos de construir una prueba
absoluta de la consistencia y completitud de un sistema como los Principia
Mathematica, cuyo vocabulario y aparato l6gico permiten englobar toda la
aritmética elemental.

La publicacion en 1931 del trabajo '"Sobre las proposiciones formales no
decidibles de los Principia Mathematica y sistemas conexos', de Kurt
Godel, demostré finalmente que tales intentos y los que se desarrollaran
dentro de los limites estrictos del programa de Hilbert habian de fracasar.

Con respecto a la consistencia probé Goédel que es imposible presentar una
prueba metamatematica de la consistencia de un sistema lo bastante
comprensivo para abarcar la aritmética, a menos que en una tal prueba se
empleen reglas de derivaciéon diferentes a las reglas de transformacion
explicitadas en la formalizacién del sistema.

Con respecto a la consistencia prob6é Godel que cualquier sistema (los
Principia Mathematica, por ejemplo) capaz de contener el desarrollo de la
aritmética, es esencialmente incompleto. O sea, que dado cualquier conjunto
consistente de axiomas aritméticos, existen proposiciones aritméticas
verdaderas que no son derivables de los axiomas del sistema. Es mas, aun
en el caso de que al sistema se le afiadieran nuevos axiomas con los cuales
pudieran demostrarse proposiciones hasta entonces no demostradas, la
incompletitud subsistiria por la existencia de nuevos teoremas indecidibles.

| Req resarl
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8. LAS PRUEBAS DE GODEL.:
8.1. La idea de la representacion:

Las pruebas de Godel sobre la consistencia interna y completitud se basan
en la idea de la representacion, o sea, en la posibilidad de "representar” o
"reflejar" declaraciones metamatematicas acerca de un sistema formal
dentro del sistema mismo.

La caracteristica fundamental de la representaciobn es la posibilidad de
demostrar que una estructura abstracta de relaciones existente en un campo
de "objetos" existe también entre "objetos pertenecientes a otro campo.

Esta caracteristica permitiria, segun Gédel, que complicadas proposiciones
metamatematicas acerca de un sistema formalizado de aritmética, pudieran
ser traducidas, o, reflejadas, por proposiciones aritméticas contenidas dentro
del propio sistema, lo cual facilitaria grandemente las proposiciones
metamatematicas. Pues, del mismo modo que resulta mas sencillo el manejo
de las férmulas algebrdicas que ‘'reflejan” relaciones geométricas
complicadas entre curvas y superficies del espacio ordinario, también seria,
segun Godel, mas facil, manejar las contrapartidas aritméticas ("imagenes
reflejadas") de complejas relaciones légicas que el tratamiento de las
relaciones légicas mismas.

La explotacion de la idea de la representacion es la clave de la investigacion
de Godel. Prob6é en primer lugar que las proposiciones metamatematicas
acerca de un calculo aritmético formalizado, pueden, en forma efectiva, ser
representadas por férmulas aritméticas dentro del calculo.

El segundo paso consistié en idear un método de representacion tal que
permiti6 demostrar que ni la férmula aritmética correspondiente a una
determinada proposicion metamatematica verdadera acerca de la férmula, ni
la férmula aritmética correspondiente a la negaciéon de la proposicién, son
demostrables dentro del célculo.

Como quiera que una de las dos férmulas sirve para codificar una verdad
aritmética, y ninguna de las dos es derivable de los axiomas, el sistema es
incompleto.

Estas conclusiones aparecieron mediante un método de representacion
sumamente ingenioso, la llamada "numeracion Goédel”, y una aplicacidon
bastante afortunada de tal método: la aritmetizacion de la metamatematica.

Se describe a continuacion el proceso, en varias fases que van desde la
simbolizacion numérica Godel hasta la demostracién de la imposibilidad de
probar la consistencia de la aritmética mediante un proceso finitista.

[Regresar]
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8.2. Numeros Godel:

El procedimiento de representacion (los "numeros Godel™) consiste en la

asignacion de un nudmero entero positivo arbitrario a cada uno de

simbolos no redundantes que integran cualquier formula del calculo.

los

El ndmero Godel asignable a una formula del sistema es el nimero cuya
descomposicidon primaria son las potencias de los primeros numeros primos
en orden correlativo, en un namero igual al nUmero de simbolos integrantes
de la férmula, y cuyos exponentes son los numeros Goédel de los simbolos

respectivos siguiendo el orden de colocacién en la féormula.

En su trabajo de 1931, Gddel opté por la siguiente simbolizaciéon para el
vocabulario fundamental (signos constantes, variables numeéricas, variables

proposicionales y variables predicativas):

Signo constante-------- numero Gédel--------- significado
bttt ettt ittt 1----——---——- "no"
V ommmmomm e e o Pttt ettt etttk o)
® —=--mmmmm e oo 3o - "implica”
- 4--oommm oo "existe un"
Rttt ittt 5o - "igual”
0O-------co - 6------- - "cero"
§ —--m-mom oo {-—ommm oo o "siguiente”

(—mmmm oo - 8----- (signo de apertura de paréntesis)
- 9 ---(signo de cierre de paréntesis)
———————————————————————— 10-------------------------- "coma

variables numéricas------- numero ---------- variables proposicionales-------
numero
X —mmmmm- e P ------- 112
VAT 18- mmm oo Q -------- 13?
Zom—mmm-- (I [ 172
variables predicativas-------- numero
S 113
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El nUmero Goédel asignable, por ejemplo, a la férmula

$)(x = sy)
seria, segun esto:

28x 3% 5% 79%118x13"x17°%19"x23x29° = 14566649 x 107°

Para asignarle, a partir de esto, un numero Gddel a cualquier otro signo que
no aparezca en el vocabulario fundamental expuesto mas arriba, sera
preciso definirlo con la ayuda de los signos ya enumerados. En este sentido,
Godel probé previamente la suficiencia de los diez signos constantes mas
arriba enumerados, para definir cualquier otro signo constante que pudiera
aparecer en el vocabulario I6gico. Asi, por ejemplo, la conjunciéon b U q"
queda definida por la expresion "~ (~p v —q)".

El nimero Goédel asociado a una sucesion de formulas se obtendra a partir
de los numeros Godel de cada férmula de la sucesiéon por igual
procedimiento que el nUmero Goédel de cada una de las férmulas. Es decir, si
Ny, No, ..., Nk, son los nimeros Godel de las k formulas de una sucesion _, el
nuamero Godel de _ sera:

n_=2"%x3"x ... pk
(px es el primo de lugar k)

Se tiene, en resimen , que toda expresion contenida en el sistema, ya sea
un signo constante, una variable, una féormula o una cadena de férmulas,
tiene su correspondiente nimero entero definitorio. Su nimero Gddel.

No todo nimero entero es un numero Goédel. Solo aquellos que admiten una
descomposiciéon en potencias de primos sucesivos desde el 2. No son
numeros Godel los siguientes:

10=2x5,100=2%° x5%;27=3%; 15 =3 x5; ...

El método de representaciéon por los numeros Godel establece una
correspondencia biunivoca, por tanto, entre las expresiones del calculo
formalizado y una subclase del anillo de los nimeros enteros. Dado un
namero entero m, de la subclase Goédel, puede ser descompuesto en
factores primarios, y, desde esta expresion, obtener una Unica féormula del
célculo. Reciprocamente, toda férmula admite un Gnico nimero Gédel.

[Regresar]
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8.3. Aritmetizar la Metamatematica:

Una vez construido el vocabulario dado por los nimeros Gddel, aparece el
segundo paso del proceso: la aritmetizacién de la metamatematica.

La idea basica es que, puesto que toda expresion del calculo esta asociada a
un nudmero (su numero Godel), podra construirse una proposicion
metamatematica acerca de las expresiones y de sus reciprocas relaciones
como una proposicion acerca de los correspondientes nimeros Godel y de
sus reciprocas relaciones aritméticas.

La exploraciéon de las cuestiones metamatematicas puede ser desarrollada,
pues, investigando las propiedades aritméticas y las relaciones de ciertos
ndmeros enteros. Asi, por ejemplo, dadas las férmulas del calculo, Fy M, la
proposicion metamatematica "la férmula F es una parte inicial de la férmula
M", equivaldra, en la representaciéon aritmetizada, a la proposicion "el
nimero Godel de F es un factor del ndmero Godel de M". O sea, ambas
proposiciones son ciertas o falsas simultaneamente.

Asimismo, la proposicion metamatematica "la sucesion de férmulas con
numero de Godel x es una prueba de la formula con niumero de Godel z"
queda definida en la representacion aritmetizada por una relacion numérica
entre X y z. Sea Dem(x,z) esta relaciéon. Para establecer la verdad o
falsedad de tal proposicion matemaética bastara ver si se cumple la relacién
Dem(x,z) entre los numeros Godel x (de la prueba) y z (de la conclusion).
Andlogamente serd —Dem(X,z) la relacibn artimética equivalente a '"la
sucesion de férmulas con nimero Goédel X no es una prueba de la féormula
con numero de Godel z".

Se emplea, ademas, la notacién aritmética indicada por Sust(m,k.m) para
designar matematicamente "el nimero Godel de la férmula obtenida a partir
de la formula de numero de Gddel m, sustituyendo en ella la variable de
numero Godel k por el numeral de m™.

[Regresar]

8.4. La féormula G. Demostrabilidad de G:

A partir de la aritmetizacion, el siguiente paso de la argumentacion de Gddel
es construir la formula llamada G.

Tal férmula se construye de modo que sea la representaciéon aritmética de la
proposicién metamatematica "la formula G no es demostrable”.

Se parte de la féormula:
¢ x)(=Dem(x,2))

0 sea: "para todo X, la sucesion de formulas con numero de Gdédel X no es
una prueba de la férmula con nimero de Gddel z". O bien, "la formula de

numero Godel z no es demostrable™.
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Un caso particular de tal férmula seria:

" x)(—Dem(x, sust(y.k,y)))

donde, como ya se sefialé6 antes, sust(y,K,y) representa un numero Godel.

Por lo cual la férmula quiere decir "la formula de namero Goédel sust(y,k,y)
no es demostrable™.

Ahora bien, la formula

" x)(—Dem(x, sust(y.k,y)))

por pertenecer al calculo aritmético tendrd un nimero Gédel n que puede de
forma efectiva clcularse. Si se sustituye en ella y por el numeral de n:

" x)(—=Dem(x, sust(n,k,n)))

Esta es la féormula G que se queria construir. El nimeo Goddel es,
evidentemente, el nimero Godel simbolizado por Sust(n,k,n), por propia
definicién, luego, la férmula G expresa la proposici6n metamatematica:

"la formula (" x)(—Dem(X, sust(n,k,n))) no es demostrable”

Es decir, la formula G afirma de si misma que no es demostrable.

[Regresar]

8.5. El descubrimiento de la incompletitud:

El siguiente paso en el proceso argumentativo es probar que si G es
demostrable, entonces su contradictoria ~G es también demostrable.

Es decir, si es demostrable la formula

(" xX)(—Dem(x, sust(n,k,n))

también sera de mostrable la férmula

~(" xX)(—Dem(x, sust(n,k,n))

e, inversamente, si ~G es demostrable, también lo seria G.

El esbozo de la primera parte de esta demostracion es sencillo. Suponiendo
G demostrable habria una sucesion de férmulas aritméticas que consituyen
una prueba de G. Sea | el numero Godel de tal prueba. En consecuencia, la
relacion aritmética Dem(Xx,z) debe mantenerse entre | (nUmero de Gdédel de
la prueba) y el nidmero Sust(n,k,n) (nimero de Go6del de G). O sea,
Dem(l, Sust(n,k,n)) debe ser féormula aritmética verdadera. Sin embargo,
puede probarse que esta relacién aritmética es de un tipo tal que, si dicha
relacion se da entre un par definido de numeros, la féormula que exprese
este hecho es demostrable.
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O sea, Dem(l, Sust(n,k,n)) es un teorema.

Ahora bien, las reglas de transformacion de la l6gica elemental permiten
facilmente derivar de este teorema la férmula

~(" x)(—Dem(x, Sust(n,k,n)))

El camino por el cual supuesta la demostracion de que ~G se implica la
demostracion de G es, en cierta medida, analogo.

Por tanto, las férmulas G y su negacion ~G son ambas demostrables, o bien,
ambas no demostrable.

Ahora bien, G es formula verdadera. Mediante el argumento
metamatematico que Godel expone en su trabajo de 1931, que se resume
asi:

En primer lugar, bajo la hipétesis de que la aritmética es consistente se ha
demostrado la verdad de la proposicion metamatemaéatica

" xX)(—Dem(x, Sust(n,k,n))) no es demostrable

En segundo lugar, hay que notar que tal proposicién se halla expresada en la
aritmética por la misma férmula que se menciona en la proposicion.

Y puesto que las proposiciones metamatematicas se han aritmetizado de tal
modo que las proposiciones metamatematicas verdaderas se correspondan
con férmulas aritméticas verdaderas, se desprende que la férmula G se
corresponde con una proposiciéon metamatematica verdadera.

Tal verdad aritmética no ha sido derivada de los axiomas del sistema, sino
que ha sido construida metamatematicamente.

Se obtiene, en definitiva, de los pasos anteriores, que, si los axiomas de la
aritmética son consistentes, existe una formula G tal que ni ella ni su
negacién ~G son demostrables. Por tanto, b axiomatizacién es incompleta.
Seran, ademas, esencialmente incompletos los axiomas aritméticos, puesto
que aun cuando G fuera introducida como un nuevo axioma afiadido a los
demas, aun podria construirse una férmula aritmética verdadera pero
indecidible, dentro del ampliado sistema axiomatico. Bastaria para ello
repetir los pasos anteriores dados en la construccion de G.

La otra posibilidad, naturalmente, es que ambas férmulas, G, y su negacion,
~G, fueran ambas demostrables. O sea, que la aritmética fuera inconistente.

El siguiente paso en el esquema argumentativo de Godel ha de ser, por
tanto, tratar de resolver la disyuntiva anterior. Para ello habria que intentar
dilucidar la posible consistencia de la aritmética.

Bastaria construir una férmula aritmética, A, debe representar la proposiciéon
"existe una férmula aritmética que no es demostrable”. Tal formula A
puede simbolizarse por

@G Y x)(=Dem(x,y))

DIVULGACION DE LA MATEMATICA EN LA RED. MARCHENA, 1997 23




SOBRE FUNDAMENTACION CARLOS S. CHINEA

0 sea, A dice: "existe un nimero Godel y tal que para todo numero
Godel x, x no se mantiene en la relacion Dem(x,y)", o bien: "existe al
menos una férmula aritmética para la cual ninguna sucesién de
formulas aritméticas constituye una prueba”

Esta formula A representa, pues, la consistencia de la aritmética; y la
proposiciéon enunciada en el paso anterior 'si la aritmética es consistente,
entonces es incompleta", seria reflejada por A ---=> G:

G Y xX)(—Dbem(x,y)) ---=> (" x)(—Dem(x,Sust(n,k,n)))

Finalmente, puede probarse que la férmula A:

G YC x)(=Dem(x,y))

no es demostrable, pues, si lo fuese, y teniendo en cuenta que A ---> G es
demostrable, se tendrian como demostrables las formulas Ay A ---> G, de
lo cual, y por la regla de separacion, seria demostrable G. O sea, el céalculo
seria inconsistente.

En definitiva:

a) Si la aritmética es consistente, entonces es esencialmente
incompleta.

b) Si la aritmética es consistente, su consistencia no puede probarse
por ningdn razonamiento metamatematico susceptible de ser
representado dentro del formulismo de la aritmética.

[Regresar]
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9. LAS LIMITACIONES DEL METODO AXIOMATICO:

Las fuertes limitaciones que para el método axiomatico clasico representan
las pruebas expuestas hasta aqui se condensan en el enunciado del
Teorema Godel:

"1. Ningun sistema deductivo lo suficientemente amplio para

englobar a la aritmética elemental admite una prueba absoluta de su
consistencia interna.

2. Caso de que un tal sistema deductivo fuera consistente, entonces
seria esencialmente incompleto.”

Se ha visto antes que es posible para el célculo de proposiciones construir
una prueba finitista (una prueba absoluta) de su consistencia interna. Pero el
tal calculo de proposiciones no abarca la aritmética. Por otra parte, ningun
sistema formal, con prueba finitista o sin ella, es completo. Siempre habra
teoremas que no puedan probarse ni desaprobarse dentro del sistema.

En la aritmética existen formulas cuya demostracién de verdad o falsedad no
ha sido probada (recuérdese el "Ultimo teorema de Fermat" o la "conjetura
de Golbach™). Estas formulas ¢(no han dilucidadas porque a nadie se le ha
ocurrido una forma ingeniosa de manejar las reglas de derivaciéon en el
sistema aritmético, o quizd no han sido probadas ni desaprobadas
sencillamente porque es imposible?.

Pueden establecerse, en conclusion, dos tipos de limitaciones:

Que el método axiomatico no permite construir una prueba de la
consistencia de ninguna axiomatica expresable dentro de ella, por lo
menos si tal axiomatica engloba a la aritmética, quiere decir que la
matematica, en bloque, no admite una prueba absoluta de su
consistencia interna. Es decir, es imposible demostrar
matematicamente que la matematica es consistente.

Que todo sistema que asimile a la aritmética es incompleto quiere
decir que toda la matematica en bloque es incompleta. O sea, que
siempre existiran teoremas que no se puedan probar ni desaprobar
dentro de la matematica. Que siempre sera preciso modificar de
algn modo los sistemas axiomaticos en busca de una completitud
fatalmente inalcanzable. Que nunca, en definitiva, se agotara el
conocimiento matematico.

| Regresar|
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