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1.Introduccion:

La Mecanica Cuantica No Relativista tiene como principales hipotesis
definidoras la cuantizacion de la particula material minima y el valor infinito para
la velocidad maxima de propagacion de las interacciones.

La primera hipdtesis, la cuantizacion, elimina el determinismo propio de la
mecanica clasica. La mecanica cuantica es indeterminista, y la indeterminacion
se manifiesta esencialmente en la ausencia de trayectoria definida para una
particula sometida a interacciones externas.

La hipotesis cuantica es, pues, la hipétesis que afirma que la cantidad minima
de materia esta cuantificada; que existe una particula material minima, no
siendo posible una porcion menor. Toda particula material, por muy pequeina
que fuere, ocupa siempre mas de un punto-instante del espacio-tiempo.

Esta hipotesis granular implica que existan valores prohibidos para las medidas
cuantitativas de las distribuciones de materia, pues al no existir realmente una
fraccién de particula material (ya que esta cuantizada) la medida total de la
distribucion ha de ser multiplo del cuanto minimo. Existen, pues, valores
prohibidos para la medida de las distribuciones materiales, y, en consecuencia,
para la medida de sus magnitudes tedricas (energia, impulso, etc.). Habra de
existir el cuanto minimo de energia, de impulso, etc., y sus valores para un
sistema habran de ser multiplos de ese cuanto minimo.

La cuantizaciéon de la materia hace impensable, ademas, el concepto de
trayectoria, que es, por definicion, una continuacion infinita de punto-instantes
del espacio-tiempo. Su existencia esta de acuerdo con la hipoétesis clasica, pero
no con la cuantica. Para una particula no existira, pues, trayectoria, en la
mecanica cuantica. Por tanto, no se podra hablar aqui de ecuaciones del
movimiento.

Es inmediato que la existencia simultanea de las coordenadas y velocidades
generalizadas de una particula permitirian construir sus ecuaciones de
movimiento. Por esto, la no existencia en la mecanica cuantica de trayectoria, ni
de estas ecuaciones, hace preciso admitir que las coordenadas y velocidades
de una particula no pueden ser conocidas simultaneamente, a fin de no
contradecir la hipdtesis cuantica. Este hecho representa también,
resumidamente expuesto, el indeterminismo que la cuantizacion supone en la
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construccion de la mecanica.

Al no existir trayectoria, la posicion de una particula en un determinado instante
no podra conocerse exactamente, como ocurria en el caso de la hipotesis
clasica. En esta mecanica, solo aproximadamente se determinara la tal
posicion, teniéndose que recurrir para ello al concepto de probabilidad.

Pero, aunque no existe la trayectoria, es inmediato que toda particula tiene
energia, momento, posicién, etc. Esto es, en la mecanica cuantica toda
particula, o sistema de particulas, ha de poseer unas magnitudes tedricas
propias (energia, momento, posicion, etc.) cuya expresidon matematica
mecanocuantica coincidira con la expresibn mecanoclasica en cuanto la
hipbtesis cuantica sea sustituida por la hipotesis continuista o clasica.

La hipdtesis cuantica, establecida en la primera mitad del siglo XX con el
objeto de construir una mecanica teorica que fuera capaz de explicar con éxito
los descubrimientos que la fisica de la estructura atdmica de la materia habia
hecho recientemente (descubrimientos de Max Planck, del atomo estable de
Rhuterford, etc.) se desarrollé6 en una primera formulacion (afio 1925) por obra
de Erwin Scrodinger y Louis de Broglie. La formulacion de Scrédinger-De
Broglie fue llamada Formulacién Ondulatoria de la Mecanica. Asignando a cada
particula una funcion de onda Y (q), seria posible describir
fenomenolégicamente la evolucién de la materia.

La mecanica cuantica necesita, para su fundamentacion, de la mecanica
clasica. Se pretenderia definir las magnitudes de la nueva mecanica de modo
que al particularizar al continuismo se obtengan Ilas expresiones
mecanoclasicas de estas magnitudes. Las definiciones se hacen

probabilisticamente, mediante la introduccién de una funcién ¥ (q) tal que:

o

Ji¥@f da =1

—

)
JI¥ @I de = Pla]

Siendo P[q] la probabilidad de localizacion de la particula en una determinada
region del espacio-tiempo. Llamando h al cuanto material minimo, se obtiene en
forma sencilla la llamada ecuacion de Schrodinger, cuya importancia es
comparable a la ecuacidén de Hamilton-Jacobi mecanoclasica:

Eivf*‘ﬂq) (B -T).¥(g) = 0
i

_k
(=

donde es E, U: energias, m: masa, h: constante de Planck
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En 1926 se formuldé matricialmente la mecanica cuantica no relativista,
haciendo desempefiar a matrices de operadores el papel que en la formulacion
de Schrddinger-De Broglie tenian las funciones de onda. Esta es la formulacion
de Heinsenberg-Jordan, de la cual fue comprobada su equivalencia con la
anterior formulacion, del mismo modo que en la mecanica clasica resultaron
equivalentes las formulaciones de Newton, Lagrange y Hamilton. Las
representaciones ondulatoria y matricial resultaron ser, pues, equivalentes.

La mecanica cuantica no relativista era considerada ya en la década de los
afos 50, un cuerpo cerrado de doctrina. Es decir, que todas las consecuencias
l6gicas de los postulados definitorios de esta mecanica son capaces de explicar
las experiencias fisicas que se han realizado en los primeros anos del siglo XX
en la estructura atomica de la materia.

Pero la otra mecanica cuantica, la mecanica cuantica relativista, esto es, la
mecanica cuantica en la que la velocidad maxima de propagacion de las
interacciones no se considera infinita, sino que coincide con la velocidad de la
luz, se considera aun hoy, en los afios finales del siglo XX, todavia incompleta.
Aun existen hechos fisicos en el campo de las particulas subatémicas
(elementales) a los que las consecuencias de esta mecanica no han logrado
explicar de forma satisfactoria.

[PRINCIPIO]

2.Funcion de onda y superposicion:

Sea una particula p, de coordenadas q(t), en movimiento cualquiera por el
espacio-tiempo M,,. Sea P [q] la probabilidad de que en un instante dado, t, la

particula p se encuentre situada en el volumen v =f dxdydz.

Sea, asimismo,

2

¥()]
La densidad volumétrica de probabilidad, o sea:
|:!

d
¥ = BHQ]

Es decir,

Blg]l=[¥([ av

O bien,
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Bla] - [ v

Y cuando v es todo el espacio My, la probabilidad es segura:

o

Ji¥@f da =1

—

Asi, pues, en definitiva,

Pylal= [l av

1= j|*{f(g}|f*..:fu
My

Sea S una funcion real definida de M3 en R:
S:M3 >R

con la condicion de que en una variacion virtual de las coordenadas de la
particula P, esta funcion S tome su valor minimo:

.'.’E = [:]
Llamaremos Accion de la particula P a la funcion S.

La funcion compleja

A

Wig) = [Flg)e™

Se denominaré en adelante funcion de onda de la particula P, y las relaciones anteriores
se pueden expresar asi:

Pylal= [ ¥@) ¥ (@)av

1= [¥(@) ¥ @)
At

En cada estado k de la evolucion mecénica de la particula p existira una funcion y | (q)
que describe tal estado:

S
Yo (g = [Feilg)|e ®
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Suponiendo que en el estado caracterizado por la funcion de onda y 4(q) se efectua

una medicién que conduce con certeza al resultado {1}, y que al hacerlo en el
estado caracterizado por v ,(q) conduce al resultado {2}, se admite, entonces,

como principio, llamado Principio de Superposicion de Estados, que toda
combinacion lineal de las funciones v 4(q) y v ,(q), esto es, toda funcion de la

forma:

v (9) =c4. v 4(q) + Cy. ¥ 5(q), siendo c,4,c,, constantes reales

representa un estado en el que la misma medicion puede conducir al resultado
{1} o al resultado {2}.

Ademas, si se conoce la dependencia temporal de las funciones v , y vy ,

respecto del tiempo, o sea, v 4(q9,t) y v »(q,t), la funcion
v (9,t) = c4. v 4(a,t) + c,. v 5(q,1), siendo c,,c,, constantes reales

conduce a un estado en el que la misma medicion puede dar la dependencia
temporal del estado {1} o del estado {2}.

Del principio de superposicion se sigue inmediatamente que todas las
ecuaciones a las cuales satisfacen las funciones de onda deben ser lineales

respecto de vy (q).

Consideremos un sistema constituido por dos partes, (a) y (b), y supongamos
que su estado se da en forma tal que cada una de las partes viene descrita de
manera completa. Cabe afirmar, entonces, que las probabilidades de las
coordenadas q1 de la parte (a) son independientes de las probabilidades de las
coordenadas g2 de la parte (b) y, por ello, la distribucién de probabilidades para
el sistema como un todo debe ser igual al producto de las probabilidades
correspondientes a cada una de sus partes. Esto significa que la funcion de
onda y ab(dg-dp) del sistema total se puede representar como un producto de

las funciones de oda v ,(q,) Y v ,(9,,) de sus partes.

W ap(A09p) = W 5(A,) Y W p(ap)

Si ambas partes se encuentran en interaccion mutua, esta relacién entre la funciéon de onda del
sistema global y las funciones de onda de sus partes se conserva también en cualquier instante
futuro:

v ab(qarqbvt) =y a(qa !t) y \V b(qb! t)

[PRINCIPIO]
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3.Medicién e indeterminismo:

La cuantificacién de la materia, es decir, el hecho de que toda particula material sea multiplo de
una particula minima implica que una particula material minima no ocupa un solo punto del

espacio tridimensional, sino un volumen v = - -
f dxdydz vy, por consiguiente, su movimiento no

tiene lugar ocupando una sucesion continua de puntos en el espacio tridimensional, o sea, su
movimiento no tiene una trayectoria.

El que una particula no tenga una trayectoria determinada le priva también, al mismo tiempo, de
cualesquiera otras caracteristicas dinamicas relacionadas con ella. Es claro, por tanto, que para
un sistema constituido Unicamente por particulas minimas seria imposible construir una
mecanica légicamente cerrada. La posibilidad de una descripcién cuantitativa del movimiento
de una particula exige la existencia de sistemas que interaccionen con la miniparticula. Se
llaman aparatos a estos sistemas que se utilizan como referencia en el estudio de la particula.
El proceso de interaccién entre una particula y un aparato es lo que se denomina medicion.

Si una particula sufre una medicidén, o sea, si interactia con un aparato, el estado de tal
particula cambia en general. El caracter y la magnitud de este cambio dependen del estado de
la particula y pueden, por consiguiente, servir para caracterizarla cuantitativamente.

El proceso de medicién posee, pues, una peculiaridad muy importante: ejerce siempre una
accion sobre la particula a la que se aplica, y esta accion no se puede hacer por principio tan
débil cuanto se quiera para una precision dada de la medicion. Cuanto mas precisa es esta,
tanto mas intensa es la accion que ha de ejercerse, y tan solo en las mediciones de precision
muy pequefia puede conseguirse que la accién sobre la particula sea débil. Esta propiedad de
las mediciones esta légicamente ligada al hecho de que las caracteristicas dinamicas de la
particula se manifiestan precisamente como resultado de la propia medicion. Si el proceso de
medicidn se pudiera debilitar cuanto se quisiera manteniendo la precision de la cantidad
medida, ello significaria que tal cantidad medida es independiente del cambio de estado que
sufre la particula en el proceso de medicion.

Esta circunstancia impide que esta mecanica se pueda desarrollar sobre la teoria de las
ecuaciones de movimiento de una particula, es decir, sobre relaciones de la forma

f(x,x',x",t)=0

como si ocurria en la mecanica clasica. El unico ente matematico a utilizar ahora es la funcién
de onda de la particula.

Es preciso, pues, definir las magnitudes dindmicas mediante operaciones a realizar sobre la
funcién de onda, de modo que estas magnitudes coincidan con las magnitudes homologas de la
mecanica clasica al realizar la aproximacién correspondiente en el paso del caso cua ntico al
caso clasico.

Llamaremos operadores de onda a las funciones operacionales que se definan como
operaciones a realizar sobre la funcién de onda.

PRINCIPIO

4. Operadores de onda:

Una particula p pasa por diferentes estados en su evolucion dinamica por el espacio tiempo, ya
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que varia su accion, S, y, por consiguiente, su funcién de onda:

Vi) = [Flg)e™

Sea H un operador de onda. Se dice que el operador H es lineal sii:

k k
HO a ¥, (p)) =D a, HY, (p)
J=1 J=1

Donde a; € R, y siendo y J-(p) la funcion de onda de la particula p en el estado j.

J

LY, (p) = LY, (p)

Pégina 7 de 16

Dado un operador lineal L que actua sobre la funcidon de onda y (p), se llamaran estados

estacionarios de la particula p respecto del operador L, a aquellos estados n de la particula p

para los cuales la funcion de onda v (p) verifica una ecuacién de autovalores:

También se pueden denominar estados L-estacionarios de la particula p. Cada autovalor, Ln,

representa el valor de una magnitud dinamica definida por el estado L-estacionario n.

Sabemos de la mecanica clasica que son ejemplos de magnitudes dinamicas las siguientes:

a. Laenergia total E:

P
&
b. Elimpulso p:
5=V
c. Laenergia cinética T:
1 =ona
T=— (V8" -
2
d. La energia potencial U:
E 1 =,
W=---—-__

A cuyos correspondientes operadores de onda, llamaremos:

a. Parala energia total (operador hamiltoniano):
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J%"ﬂ (2} = E, Y, (p)

b. Para el impulso (operador impulso):

2V, (p) = B, Y. ()

c. Para la energia cinética (operador energia cinética):

T, (p) = £,'¥, (p)

d. Para la energia potencial (operador energia potencial):

U Y, (p) = U, ()

Pégina 8§ de 16

Estas magnitudes dinamicas se han definido como operaciones a realizar sobre la funcién de
accioén, operaciones que se traducen, mediante su operador asociado, en operaciones sobre la

funcién de onda.

Los operadores de onda pueden, asimismo, ser representados en funcién de los operadores

elementales del analisis matematico, como son, por ejemplo, los siguientes:

(&),
B (X)y, = f (o + 89~ f ()
g S-S

=X &

¥ —cons

£ 41— A
g _ lim oy + L) = F iz
&y, o ﬂfﬂ?m Az
G-y

ERARTY
. 4
7= Yy

iml e

4
A(x) = Z%ﬁ.
L .i'-

J=1

Y se obtienen las expresiones siguientes:

a. Expresion para el operador hamiltoniano:
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B B
V) =¥ - 2 = Sqvp ™) -

g
H(p) CE1 L i F i3
—_ :). — ‘~.I.-’ ;] —— = _ A o=
r ¥l ik B tfrywé
i
- Loy
7 ()
O sea:
. f.'!q"rlipjl .'.'E
i = -y
g 7w
Por tanto:
H¥(p) = B¥(p)
g L T p)
; - - HY¥(p) =ik
ik w;pj=ﬂ"‘-}"{p} (P} = —
O sea:
H=ik—

L

b. Expresién para el operador impulso:

L& L8
Yip)=[¥ip® - - > V¥ =V(¥Fple*) - - >

. L5 .
—— > V() = %vs_r»}f(p)}g b= %?S."‘P’(p] —-->
—— > SEVE(p) = VS W () - - > AV (p) = B F(p)

Por tanto:

p¥(p) = P

. ~— > p¥(p) = ~EVH(p)
~ET¥(p) = P¥(p)

O sea:

p= ik

c. Expresion para el operador energia cinética:
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K
V()= Pt - > T @) = - PV -

- L) - R
2 2
Por tanto:

T¥(p) = TH) . B
5 ——>T"F{p]=—2 i d ¥
- V() = T¥(p)

d. Expresién para el operador energia potencial:

&

U=—E—E—WS?' -2 U¥(p)= (—E—E—("T"S) J¥ip) =

= (——f)"*"(p] - Ei(ﬁﬂ')g‘{’(p) = EY¥(p)-T¥(p =
A M

n n 2 -
- HW() - TH() = W) - W) - >
a‘f 2.??2

R
— > T¥() = (5 + T ()
F 2

Por tanto:
LY (p) = 0N (p) 52
e Hﬂ . __:}U_[IH—'F—"‘?E)
D¥(p) = (ih— + —V1¥(p) £ o
r.‘f 2.??2
O sea
.n. AR o
= hS + 2T
.'.‘f 2.?'?2
PRINCIPIO

5.Ecuaciones de onda:
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Se llama ecuacién de onda del operador L a la ecuacién diferencial de autovalores de
dicho operador cuando se expresa éste en funcién de los operadores diferenciales

Péagina 11 de 16

elementales.

Asi, si es, pongamos por caso:
F L
L L
=)
f.ilt f.f

[

_ 5

Sera la ecuacién de onda la expresion siguiente:

" l,_-l-?
L

-
WY - LI (E =0
ry Lf?) (2] (2]

Son ejemplos de ecuaciones de onda:

a. Ecuacion de onda de la energia:

B¥(p) = B¥(p) - - >ih ‘T’} - E¥(p)

L

Por tanto:

ik —‘ﬂ!{;} - B¥(p) =0

b. Ecuacion de onda del impulso:

P (p) = P¥(p) -~ > —EV¥(p) - PH(p)

Y se tiene, por tanto:
HV (P + PP =0

c. Ecuacion de onda de la energia cinética:

PY@) = THE) ~ = >~ T ) = T¥ ()~ >
FH
> - LY - (£ - DY)
M
Por tanto:
B =g
vV p) B -U)Y (p) =0
2
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(Ecuacion de Schriodinger independiente del tiempo)

d. Ecuacion de onda de la energia potencial:

i

2m

U ¥(p) = U¥(p) - - }{iﬁi;f ‘5'2}"{"(;?] =U¥(p)-->

7 4.
— >3y + T - D)
.'.f 2.“?2

Y se obtiene, por tanto, la ecuacion:

2

7 i =
ih—¥(p) + —V"¥(p) - U¥(p) = 0
i R
(Ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo)

PRINCIPIO

6.Integracion de las ecuaciones de onda:

La integracion de una ecuacion de onda de la forma

- .'_'.:F L'-'? —
L — e - L =[]
( 27 VN p) ()

es un problema de integracién de ecuaciones diferenciales.
Se trata de determinar la expresién de la funcién de onda
&

ig) = [Fig)|e®

en los estados L-estacionarios, asi como los valores de la magnitud mecanica L
asociada al operador de onda AL , en cada uno de dichos estados.

Asi, por ejemplo:

a. De la ecuacion de onda de la energia

i —‘ﬂj'i;:' - B¥(p) =0

se pueden obtener los valores v 4(P), ¥ o5(P), ..., v (p) y los valores E, E,,...E.

b. De la ecuacion de onda del impulso
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HTF(p) + () = 0
se pueden obtener los valores y 4(p), ¥ 5(P), ..., y () y los valores p4, py.....p,.

c. De la ecuacion de Scrhddinger independiente del tiempo

Eifﬁ’“%fr:p} +(E - TY¥(p) = 0
s

se pueden obtener los valores 1(p), v 2(p), v n(p) y los valores E1 -U1, E2 -U2,
E,-Up-

d) De la ecuacién de Scrhédinger dependiente del tiempo

2

o —
th—"Yip)+ H—Tg"%"{p) - Yipy =10
.'.f EF'?E

se pueden obtener los valores y 1(p), s 2(p), e Y n(p) y los valores U1, U2, Un'

Para poder realizar la integracidon es preciso saber las condiciones en las que se
desarrolla la existencia fisica de la particula. Estas condiciones se traducen en
condiciones de contorno para la ecuacion diferencial en cada caso concreto.

Una region del espacio tiempo My, en donde se mantenga invariante la magnitud L se

dira que es una L-region. Si L es superior en un entorno de la region se dice que ésta es
un L-pozo, caso contrario, una L-torre.

Si las condiciones de L-pozo o L-torre dependen de una sola dimensién, se dira que son
L-pozo unidimensional u L-torre unidimensional, respectivamente. Una L-torre de altura
infinita, o un L-pozo de profundidad infinita, son aquellos casos de L-torre u L-pozo en los
que la diferencia entre el interior y el entorno dado tiende a hacerse infinita.
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b T
X X
L-pozo unidimensional L"i_"ﬂfp!ﬂ' sional
PROFUNDIDAD FIMITA A Hmﬂ"
Ay : :
h¢ H H
X x
L—ﬂuzn unidimensional L-torre unidimensional
PROFUNDIDAD INFINITA ALTURA INFIMITA

Podemos considerar L-torres u L-pozos relativos a qualesquiera de las magnitudes
mecanocuanticas (energia total, energia cinética, impulso, energia potencial). Se define
asi el concepto de forre de energia, de torre cinética, torre de impulso, torre de potencial,
o bien, de pozo de energia, pozo de impulso, pozo de potencial.

Veamos un ejemplo de integracién de la ecuacion de onda en un pozo de potencial
infinito, unidimensional:

Y4 v 1
U[x)=U2
Upg=Ul
Ul<)=ooy U[x]=o0
U=]=0 * Up<=0 »
POZO DE POTENCIAL
POZO DE POTENCIAL UNIDIMENSIONAL
UNIDIMENSIONAL PROFUNDIDAD FINITA

PROFUNDIDAD INFINITA

Ejemplo:
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Sea una microparticula en un pozo de potencial unidimensional de profundiad infinita:

Partiendo de la ecuacion de Schrédinger independiente del tiempo:

Eifﬁ’“%fr:p} +(E - UY¥(p) = 0
s

Se tiene, al hacery =z =0:

B

&Hig‘ﬂﬂﬂfﬁ—UPﬂﬁ}=ﬂ

Y siendo en los bordes, paredes x =0y x=a, y (0) =0, Y (a) =0, y en todo el fondo del
pozo es U(x) = 0, se tiene:

B
—— ¥+ E¥ =0
2 ¥
Si llamamos ahora:
kj EP?EE
= _:‘.33
Queda una ecuacion diferencial sencilla:
i ;
- P HETY =0
Iy

Cuyas soluciones son:
vy (x) = A.sen kx + B.cos kx
y, al aplicar las condiciones de contorno:
y(0)=0-> y(0)=Asen0+B.cos0=0>0+B.1=0->B=0
con lo que resulta:
vy (x) = A.sen kx
y(@=0>vy(@)=Asenka=0->ka=0+n.IT,ne N
o sea:
k=nIl/a,n=1,2,..,yy((x)=Asen ((nIl/a).x)

de lo cual resulta:
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Dz o

E

X

n=12

2 g

asi, pues, se obtienen valores para la energia y funciéon de onda, en los estados *H-
estacionarios:

_ (OM*e*  O°IT°R° _

E, G-~ = G-~ 0-=--- Wolxy=10
INEEE S IT
B, = (11) — = T T H(x) = A sen(—x)
2B 2rc s
Al R w°TT%R wll
B, = ( 5 ) — = T T T W (x) = Asen(—x)
P 2 ppc o

----00000----
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