Computacion

cuantica: una perspectiva desde

RESUMEN

El articulo espera satisfacer los siguientes
objetivos: (i) Conceptualizar parcialmente
la teoria de la mecanica cudntica para
sistemas descritos por operadores dina-
micos con espectro continuo; (i) Senalar
a grandes rasgos la relacion que existe,
entre los formalismos fisico-matema-
ticos, de dos modelos de computacion
cudnticos, un modelo discreto y otro
modelo continuo; (iii) Resaltar de un lado,
el hecho de que la computacion cuantica
discreta, se formaliza en torno a la nocion
de "qubit", el qubit es un vector que
pertenece a un espacio de Hilbert, del otro
lado, la computacion cudntica continua se
formaliza en torno a la nocion de
"gunat", el qunat no es un elemento de un
espacio de Hilbert e (iv) Indicar muy
rapidamente como se puede pensar la
computacion cudntica continua, funda-
mentada en teorias de campos cudnticos
topoldgicos.

1. INTRODUCCION

Una de las areas de mayor investigacion
en la actualidad es la computacion
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cuantica, que correlaciona elementos de
la informatica tedrica y de la mecanica
cuantica, para producir modelos de
computacion que exploten las propieda-
des y efectos cuanticos inherentes a las
particulas atomicas. El trabajo de Peter
Shor (Shor, 1997) sefald el aspecto
fundamental en el cual se diferencian la
computacion cldsica y la computacion
cudntica: la complejidad algoritmica. Esta
diferencia consiste en que es posible
construir algoritmos cudnticos cuya
complejidad temporal sea menor a la de
los algoritmos clasicos (conocidos hasta
el momento). En particular Shor realizo la
descripcion de un algoritmo cudntico de
complejidad temporal de tipo polinomial
para la factorizacion de nimeros enteros.

2.QUBITS:
COMPUTACION
CUANTICA DISCRETA

Los primeros modelos de computacion
cuantica se han desarrollado sobre
estructuras algebraicas y analiticas
basadas en sistemas discretos, similares
a sistemas como el espin en la fisica de
particulas elementales. Una nocion muy

importante en la computacion cudntica
discreta es la de qubit (Aharonov, 1998,
Barenco etal., 1995). Un qubit es el
equivalente cudntico del bit clasico:

XC=c, [0+ ¢, [0, con ¢, ¢, O C, (1)

en esta expresion los coeficientes que
hacen posible la superposicion satisfacen
|a relacion:

slef=1 @
i=0

En la ecuacién (2), los nimeros com-
plejos ¢y y ¢7 determinan las amplitudes
de probabilidad de que al hacer una
medida el sistema salte al estado [DCo
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salte al estado (L] respectivamente. La probabilidad de esos
mismos eventos se obtiene elevando al cuadrado las amplitudes
de probabilidad. Esa misma relacion restringe los valores de
las probabilidades a nimeros menores o iguales a uno.

Una de las areas de mayor investigacion en la
actualidad es la computacion cuantica, que
correlaciona elementos de la informatica
tedrica y de la mecanica cuantica, para
producir modelos de computacion que exploten
las propiedades y efectos cuanticos inherentes
a las particulas atémicas.

Matematicamente, el qubit es un elemento de un espacio de
Hilbert bidimensional. Con el qubit es posible construir espacios
muy generales al efectuar productos tensoriales sobre ellos
(Aharonov, 1998):

1 qubit n qubit

En la fisica clasica el estado de un sistema de n particulas,
cuyos estados individuales estan descritos por un vector en un
espacio de dos dimensiones, forma un espacio vectorial
de 2n dimensiones, mientras que el estado de un sistema
cudntico con esas mismas condiciones esta descrito por un
espacio vectorial de 2" dimensiones. El espacio estado en el
€aso clasico se obtiene como un producto cartesiano, en tanto
que para el caso cuantico se obtiene como un producto
tensorial.

3. QUNATS: COMPUTACION CUANTICA
CONTINUA

En la teoria clasica de la informacion, la unidad fundamental
discreta de informacion es el "bit", y la unidad de informacion
continua es el "nat", el cual se define en términos del bit como:

1nat = log, ebits. (4)

La unidad de informacion cudntica continua se ha convenido en
llamarla "qunat" (Lloyd y Braunstein, 1999), en completa afinidad
con el "qubit". La computacion cudntica sobre variables
continuas podria pensarse como la capacidad de hacer
operaciones sobre los "qunats". En mecdnica cuantica, las
variables dinamicas se llaman "observables", un operador
hermitico es un observable si posee un sistema ortonormal

completo de funciones propias, es decir, los vectores de longitud
finita generados por combinaciones lineales a partir de
autovectores del operador, forman un espacio de Hilbert. La
cuestion de saber si un operador hermitico es un observable o
no, es un problema matematico dificil, sin embargo el problema
es resuelto para una amplia gama de operadores, aquellos que
puedan ser expresados como combinaciones de operadores
de proyeccion. Los operadores hermiticos también son llamados
autoadjuntos, ellos satisfacen:

A=A" (5)

El' hamiltoniano H es quizd el operador hermitico mas
importante, él representa la energia total del sistema, con él se
determina la evolucion del sistema, la cual es mediada por la
gcuacion de Schrodinger:

ih%| x()=H®O | x®). (6)

La unitariedad de los operadores de evolucion en mecdnica
cudntica es una consecuencia de la ecuacion de Schrodinger y
de la hermiticidad del hamiltoniano. Un operador es unitario si
satisface:

u'u=1. (7)

La computacion cuantica es realizada por operadores de
evolucion unitarios los cuales representan las compuertas
|6gicas, puede decirse entonces que la computacion cudntica
es la aplicacion repetida de operaciones locales, es decir,
la funcionalidad de compuertas ldgicas cuanticas que operan
sobre un numero finito de variables (Lloyd y Braunstein,
1999).

Desde el punto de vista de la computacion continua, la mecanica
cudntica se constituye en una teoria plausible, dado que ésta
opera adecuadamente con variables discretas o con variables
continuas. Sin embargo, es necesario realizar algunas
consideraciones especiales, para la conceptualizacion de
variables continuas al interior de la mecanica cudntica, tal como
es indicado (parcialmente) a continuacion. Algunos desarrollos
en torno a la computacion cudntica continua, se pueden
encontrar en (Lloyd y Braunstein, 1999, Lloyd y Slotine,
1998, Braunstein, 1998a, Braunstein, 1998b, Patiet al.,
2000).

En la axiomatica de la mecanica cuantica subyace la nocion de
estado. Para un instante de tiempo, el estado es representado



por una funcion de onda CxCI La interpretacion probabilistica que da la mecanica
cudntica, al respecto de una funcion de onda, la cual es expresable en una base finita
0 infinita enumerable de vectores, requiere que esta funcion sea de cuadrado integrable,
es decir, que pertenezca al espacio de funciones cuyo cuadrado es integrable L2, el
cual es un espacio de Hilbert. Para algunos sistemas mecanico-cuanticos de cardcter
continuo, los cuales han de describirse mediante autovectores de observables como
la posicion, el momento, la amplitud de campo eléctrico 0 magnético, o funciones de
ellos, la funcion de onda CkLldebe poder expresarse en términos de una base, con un
numero infinito no enumerable de vectores, esta base no genera un espacio de Hilbert
puesto que la norma de los vectores (su longitud) no es finita.

La unidad de informacion cuantica continua se ha convenido en
llamarla "qunat", en completa afinidad con el "qubit". La computacion
cuantica sobre variables continuas podria pensarse como la
capacidad de hacer operaciones sobre los "qunats".

La representacion mas general posible para \x} , es aquella en la cual, la base en la
que Se representa, puede darse en términos de una combinacion en la que una parte
sea discreta y la otra parte sea continua. Para todas las posibilidades mencionadas
anteriormente, debe estar garantizada la convergencia de los estados que representen
el sistema fisico. La convergencia se garantiza por una relacion de clausura la cual
debe poderse expresar en términos de operadores de proyecccion (Cohen-Tannoudji,
etal.,1997, Galindo y Pascual, 1978, Landau y Lifshitz, 1972). En particular, 1a relacion
de clausura para el caso general, en el que una base pueda expresarse como suma
de autovectores ortogonales, tal que, una parte este asociada a un conjunto de
autovectores discretos y la otra a un conjunto de autovectores continuos es:

S Imnl+ 7 ) v (x| =1 gg)

donde nes un indice discreto y y es un indice continuo.

Al considerar un operador hermitico con espectro continuo, como la posicion, el
momentum o las amplitudes de los campos electromagnéticos, que satisfaga la
gcuacion de valores propios y vectores propios de la mecanica cudntica:

X[xy)=x(m) [xy ), (9)

SU espectro recorre una sucesion continua de valores. Los vectores propios pueden
ser elegidos de manera que formen una base ortonormal completa, similar a como se
forma una base de este tipo para un sistema descrito por magnitudes de espectro
discreto, pero esta vez como una integral, tomada con base en un sistema completo
de funciones propias de una magnitud con espectro continuo:

X)=fdye(y) Xy ). (10)

Una funcion de onda en una base de
gspectro continuo, puede representarse
como una combinacion infinita no
enumerable de vectores propios de un
operador que satisface la ecuacion de
valores y vectores propios en cuestion,
los coeficientes de la combinacion
dependen de un parametro continuo, dicha
combinacion, es decir, la integral, se
extiende sobre el dominio de valores del
parametro continuo.

La normalizacion de las funciones de
onda en una base de espectro continuo,
es diferente al caso de la normalizacion
de las funciones de onda en una base de
espectro discreto, 1a condicion de que la
integral del cuadrado del modulo de la
funcion de onda sea igual a uno, no se
cumple aqui.

Para el caso continuo, la normalizacion
de las funciones de onda se hace
teniendo en cuenta que 1a integral del
modulo al cuadrado del coeficiente que
permite la combinacion infinita no
enumerable de vectores, s igual a uno,
a diferencia del caso discreto donde, es
la integral del cuadrado del mddulo de la
funcion de onda, la que es igual a uno,
dicha expresion también significa que la
suma de las probabilidades de todos los
valores del pardmetro continuo es igual
auno

e dy=1. (11)

La condicion para la integral del cuadrado
del modulo de la funcion de onda, se da
en términos de una distrubucion llamada,
delta de Dirac. Esta distribucion debida a
PAM. Dirac (Dirac, 1967), se da en
términos de la diferencia de dos para-
metros continuos, la cual se anula cuando
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esa diferencia es distinta de cero, y es indeterminada cuando
dicho argumento es igual a cero

<XV1‘ XV2>=5(V1_V2) . (12)

Esta condicion también da cuenta de una relacion similar a la
de ortonormalidad para un sistema de vectores de base discreta.
Lo nuevo es que las integrales de los modulos cuadrados de
las funciones de onda de espectro continuo son divergentes,
es decir, la longitud de los vectores no es finita.

La computacion cuantica es realizada por
operadores de evolucion unitarios los cuales
representan las compuertas ldgicas, puede
decirse entonces que la computacion cuantica
es la aplicacion repetida de operaciones locales,
es decir, la funcionalidad de compuertas logicas
cuanticas que operan sobre un nimero finito de
variables.

Aunque la mecdnica cudntica opera naturalmente sobre
objetos continuos, los modelos actuales de computacion
cudntica, tales como los circuitos cudnticos [Barencoet al.,
1995, Deutsch, 1989, Rieffel y Polak, 1998, Sicard y Vélez ,
1999a), v las diferentes versiones de maquinas de Turing
cuanticas (Deutsch, 1985, Bernstein y Vazarini, 1997, Ozawa,
1998, Sicard y Vélez, 1999b), entre otros; son considerados
modelos de computacion discretos (Bernstein y Vazarini, 1997).
La computacion cudntica universal discreta, la realizan un
conjunto de operadores que acttan en un instante de tiempo,
sobre un conjunto de variables representadas como estados
en un espacio de Hilbert adecuado. Con la aplicacion repetida
de tales operaciones locales, se puede generar cualquier
transformacion unitaria sobre un ndmero finito de esas
variables, hasta el grado de precision que se requiera (Lloyd
y Braunstein, 1999).

Contrariamente a lo que se pudiera pensar, la computacion
cudntica sobre variables continuas es un concepto bien definido.
En la actualidad existen algunas propuestas de computacion
cudntica continua; Seth Lloyd y Samuel Braunstein (Lloyd y
Braunstein, 1999), han propuesto un modelo de computacion
cuantica continua bajo ciertas limitaciones de las transfor-
maciones que operan sobre Ias variables continuas.

De acuerdo a Lloyd y a Braunstein, es posible realizar
computacion cuantica universal continua, para una amplia
subclase de transformaciones unitarias, aquellas para las cuales
los hamiltonianos que definen dichas transformaciones, son
funciones polinémicas de los operadores correspondientes a
variables continuas. La computacion cuantica universal continua,
la realizan un conjunto restringido de transformaciones
continuas, que permiten por medio de un ndmero finito de
operaciones, acercarse arbitrariamente a cualquier trans-
formacion en el conjunto.

Tedricamente es posible hacer operaciones aritméticas con
variables continuas en un computador cuantico continuo.
Samuel Braunstein (Braunstein, 1998a) por su parte, presenta
para algunas transformaciones cuanticas discretas, sus
correspondientes transformaciones cuanticas continuas.

4. COMPUTACION HOLONOMICA

Una propuesta de caracter muy diferente a las anteriores, la
constituye la computacion holonémica, Paolo Zanardi y Mario
Rasetti (Zanardi y Rasetti, 1999) muestran como es posible
realizar computacion cudntica continua usando la teoria de la
holonomia. En su articulo, se muestra como al codificar
informacion cudntica en el espacio generado por los
autovectores de un hamiltoniano degenerado, se puede alcanzar
toda la potencia computacional usando solo holonomias. La
computacion holonoémica se realiza al hacer ciclos en una
variedad d-dimensional de parametros de control que rotulan la
familia de hamiltonianos. En cada punto de la variedad hay un
codigo cuantico, el conjunto de éstos, describe un haz de
codigos, el cual tiene una topologia no trivial, 1a cual puede ser
descrita por un potencial, es decir, por un campo gauge no
abeliano. La holonomia asociada a un campo A genérico,
describe computacion cudntica universal.

Estos autores afirman que por todas estas razones los campos
gauge, podrian jugar un papel muy importante en los procesos
de informacion. Dado que algunos modelos de dreas de estudio
tales como las interacciones fundamentales, la relatividad
general y la fisica del estado solido, entre otras; estan basados
en las teorias gauge de los grupos no abelianos U(N); la
computacion cudntica continua podria ser otro modelo adicional,
basado en estos elementos.



Lo nuevo es que las integra-
les de los modulos cuadrados
de las funciones de onda de
espectro continuo son diver-
gentes, es decir, la longitud
de los vectores no es finita.

CONCLUSIONES

Es posible desarrollar dos formalismos
fisico-matematicos paralelos, uno para la
computacion cudntica discreta, y el otro,
para la computacion cudntica continua,
similares, pero formalmente diferentes.

La integral del modulo cuadrado de los
vectores de estado "qubits", que repre-
senta la probabilidad, en el caso de la
computacion cuantica discreta es finita,
ello implica que los vectores de estado,
autovectores de los observables, forman
un espacio de Hilbert, en tanto que esa
misma expresion para los vectores de
gstado "qunats', no representan la
probabilidad, puesto que esta expresion
no es finita, los vectores de estado no
generan un espacio de Hilbert.

Es posible hacer computacion cuantica
continua, basada en teorias cudnticas
topoldgicas de campos gauge, donde la
nocion mas importante es la holonomia.

Aunque en la actualidad existen algunos
trabajos en el area, tal como lo afirman
algunos autores anteriores (Lloyd,
Braunstein, Zanardi, Rasetti) el drea de la
computacion cudntica continua, estd en
proceso de gestacion.
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