CONSTRUCCION DE FRACTALES CLASICOS
PROPUESTA DIDACTICA

JORGE ELIECER VILLARREAL FERNANDEZ

INTRODUCCION

Este trabajo es una propuesta para introducir los conceptos y procedimientos
bdsicos de la Geometria Fractal en el bachillerato. La Geometria Fractal es un
drea de investigacién muy reciente en matemdticas cuyo desarrollo se ha visto
acelerado gracias a sus inmensas aplicaciones en diferentes campos de la
ciencia y la tecnologia y al desarrollo de los computadores. Estudia figuras
altamente irregulares generadas a través de procesos recursivos que tienen
como caracteristica fundamental autosimilaridad y dimensién no entera. Lo
primero significa que poseen alguna propiedad invariante bajo el cambio de
escala. Por ejemplo, a veces la rama de un drbol estd compuesta por pequefias
ramas que tienen una forma muy parecida a la totalidad de la rama. Lo segundo
significa que no posee las dimensiones usuales: uno, la de la linea; dos, la del
plano y tres, la del espacio. Es decir, son figuras que pueden habitar en
espacios intermedios. Por ejemplo, encontrarse en el plano y en el espacio. En
el trabajo sélo trataremos con el plano.

Este trabajo ha sido motivado por el interés que despierta el estudio de esta
rama de la matemdtica en investigadores, profesores, alumnos y personas no
especializadas. Este material diddctico enriquece los cursos normales de
matemdticas al aportar nuevos contextos de ensefianza. Ademds brinda a los
estudiantes la oportunidad de reforzar sus conocimientos en matemdticas y
reducir de esta manera la dificultad que ellos tienen con su aprendizaje. Al



mismo tiempo los familiariza a muy temprana edad con temas cientificos muy
recientes, lo que aumenta la probabilidad de hacer avanzar la ciencia y la
tecnologia, pues entre estos jévenes pueden existir algunos muy inquietos que
se interesen seriamente por estos temas. Pero también es una ayuda para el
profesor, ya que le da la posibilidad de ponerse al tanto de los avances de su
propia disciplina y al mismo tiempo, encontrar elementos para enriquecer su
actividad docente.

El trabajo aborda, por espacio, sélo la construccién de dos fractales cldsicos:
el conjunto de Cantor y el Tridngulo de Sierpinski. La construccion de estos
fractales se hace por medio de un método estdtico y otro dindmico. El primero
no usa movimientos en el plano mientras que el segundo si. Sin embrago ambos
se fundamentan en un proceso recursivo y podrian ampliarse al resto de
fractales cldsicos.

Entonces el problema es la construccion de los fractales antes mencionados y
para esto se plantean una serie de instrucciones que el estudiante al ir
siguiendo va reconociendo cada una de las caracteristicas del fractal y de su
construccién. Esto quiere decir que se parte de los procesos de pensamiento,
desde la observacidn y se va desarrollando hasta el planteamiento de hipétesis
y la comparacion de estas hipdtesis con otras.

Las actividades planteadas nos brindan la posibilidad de trabajar con
estudiantes diversos en el aula ya que como se va a construir conocimiento
cada uno parte de sus potencialidades y tiene la posibilidad de obtener la
informacion que le haga falta y profundizar hasta donde cada uno de ellos
quiera ya que no hay limites para el desarrollo del pensamiento.

La propuesta esta disefiada para aplicar en los grados noveno, décimo y once.
Sin embargo por la forma en que se realiza el desarrollo de las actividades y la
construccién de conocimiento, se puede trabajar desde el grado sexto,
teniendo en cuenta el nivel de conocimiento adquirido por estudiantes de este
grado.

La problemdtica esta incluida en cada una de las dos secciones a trabajar, lo
mismo que un corto recuento histérico que contextualice al alumno y le
posibilite un mayor nivel de motivacion.



OBJETIVO GENERAL

Construir en forma estdtica y dindmica e identificar patrones numéricos y
geométricos en las estructuras cldsicas de los fractales.

OBJETIVOS ESPECIFICOS

a. Construir mediante una secuencia de instrucciones el conjunto de Cantor
y elaborar otras formas alternativas de este conjunto con base en la
misma idea de construccion.

b. Encontrar patrones aritméticos y algebraicos en el proceso de
construccién del conjunto de Cantor y sus formas alternativas.

c. Construir el conjunto de Cantor mediante la aplicacién de movimientos
en el plano descritos verbalmente. Los movimientos que serdn sujetos a
dicha descripcién son la homotecia y la traslacion.

d. Construir el tridngulo de Sierpinski mediante la realizacion de una
secuencia de instrucciones.

e. Reconocer patrones numéricos y geométricos subyacentes en el
tridngulo de Sierpinski.

f. Construir el tridngulo de Sierpinski mediante la descripcion de
movimientos geométricos en el plano.



CONJUNTO DE CANTOR
OBJETIVO:

A través del desarrollo de la presente guia, el estudiante estard en capacidad
de

a. Construir mediante una secuencia de instrucciones el conjunto de Cantor
y elaborar otras formas alternativas de este conjunto con base en la
misma idea de construccién.

b. Encontrar patrones aritméticos y algebraicos en el proceso de
construccién del conjunto de Cantor y sus formas alternativas.

c. Construir el conjunto de Cantor mediante la aplicacién de movimientos
en el plano descritos verbalmente. Los movimientos que serdn sujetos a
dicha descripcién son la homotecia y la traslacién.

INTRODUCCION

Cantor (1845 - 1918) fue un matemdtico alemdn cuyo trabajo se orienté hacia
la fundamentacion rigurosa de la matemdtica. Actualmente su obra es conocida
como teoria de conjuntos. Como parte de dicho trabajo, publicé en 1883 el
famoso conjunto que lleva su nombre: "Conjunto de Cantor”. Este conjunto es
considerado por los matemdticos como un conjunto de propiedades paraddjicas.
Por ejemplo, tiene infinitos puntos y sin embargo su medida es cero. Este
conjunto fue obtenido por Cantor cuando intentaba caracterizar lo que es un
conjunto continuo, es decir, denso’ en todas partes. Cantor pensaba que todo
conjunto perfecto debia ser continuo y encontré que ese conjunto es
per'fec‘roz, pero no es denso en ninguna parte.

En esta guia construirds el conjunto de Cantor sélo en sus primeras etapas ya
que, en la prdctica, es imposible hacer procesos que contemplan infinitos pasos.

!'Sean A y B conjuntos de nimeros reales. Se dice que un conjunto A es denso en B si todo intervalo centrado
en cualquier punto de B contiene puntos de A.

% Se dice que un conjunto es perfecto cuando es igual al conjunto de todos sus puntos de acumulacion. Un
punto de acumulacion de un conjunto es aquel punto para el cual todo intervalo centrado en él contiene puntos
del conjunto.



También realizards algunas formas alternas de este conjunto; encontrards
patrones aritméticos y algebraicos presentes en el proceso de construccion; y
utilizards algunos movimientos bdsicos del plano en su elaboracidn.

Actividad 1
A. Construccion del conjunto de Cantor

1. Dibuja un segmento de 13.5 cm de largo.
2. El segmento anterior dividelo en tres partes iguales y borra la
parte central.
3. A cada uno de los nuevos segmentos dividelo en tfres partes
iguales y borra la parte central.
4. Repite en cada uno de los nuevos segmentos obtenidos el punto 3.
5. Si se continda con el mismo procedimiento indefinidamente,
a. ¢Qué ocurre con la magnitud de los segmentos obtenidos?
b. ¢Qué ocurre con la cantidad de segmentos?
c. ¢Cudl seria la forma de la figura obtenida?

B. Formas alternas del conjunto de Cantor
Cuadrado de cantor

La construccién bdsica para elaborar el conjunto de Cantor a partir de un
segmento es: “dividir el segmento en tres partes iguales y suprimir la parte
central”. Realiza las siguientes instrucciones:

1. Dibuja un cuadrado de 13.5 cm de lado en una hoja tamafio carta
cuadriculada.

2. Sobre cada uno de los lados aplica la construccion bdsica para el
conjunto de Cantor.

3. Con cada par de segmentos que forman las esquinas construye un
cuadrado.

4. En cada uno de los cuadrados esquineros realiza nuevamente el punto 1y
2.



5. Describe la figura que se obtendria de continuar indefinidamente con
este procedimiento.
Triangulo de Cantor

Dibuja un tridngulo equildtero (de 13.5 cm de lado) y sobre cada uno de los
lados aplica la construccidn bdsica de Cantor. En cada vértice, con el par de
segmentos formados, completa un tridngulo. Repite el proceso sobre cada uno
de estos tridngulos generados en las esquinas. Al terminar, vuelve a aplicar la
construccién bdsica sobre cada uno de los nuevos tridngulos. ¢Si se continda
con este procedimiento un nimero indefinido de veces, cémo crees que seria la
figura resultante?

Actividad 2: Andlisis de patrones numéricos y geométricos

Nota: Los conceptos matemdticos requeridos para el desarrollo de esta guia
son: fracciones, decimales, drea y perimetro de un cuadrado y un tridngulo, asi
como la nocidn de serie geométrica.

A. Conjunto de Cantor
1. A continuacién se ilustran cada una de las etapas del proceso de
construccién del conjunto de Cantor. Responde las preguntas

planteadas en cada etapa.

Etapa O
1 unidad

a. ¢Cudntos segmentos hay? R:
b. ¢Cudl es la longitud del segmento? R:

Etapa 1




a. ¢Cudntos segmentos hay? R:

b. ¢Cudl es la longitud de cada segmento, si el segmento original mide una
unidad? R:

Etapa 2

a. ¢Cudntos segmentos hay? R:

b. ¢Cudl es la longitud de cada segmento, si el segmento original mide una
unidad? R:

Etapa 3

a. ¢Cudntos segmentos forman el conjunto de Cantor en su etapa 3?
R:
b. ¢Cudl es la longitud de cada segmento? R:

Etapa 4

a. ¢Cudntos segmentos forman el conjunto de Cantor en su etapa 4?
R:
c. ¢Cudl es la longitud de cada segmento? R:

2. Recopila la informacidn en la siguiente tabla y complétala.

Etapa No de segmentos Longitud del segmento

Fraccion Decimal
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n

3. En este punto encontrards algunas sumas. Para el caso en el que la

suma contenga un nimero muy grande de sumandos, es
recomendable que trates de convertirla en una suma geométrica.

. ¢Cudnto suman las longitudes de los segmentos formados

en las etapas Oy 1? R:

. ¢Cudnto suman las longitudes de los segmentos formados

en las etapas 0,1y 2? R:

. ¢Cudnto suman las longitudes de los segmentos formados

en las primeras 10 etapas? R:

. ¢Cudnto suman las longitudes de los segmentos formados

en las primeras n etapas? R:

B. Cuadrado de Cantor

1. Enseguida se presenta la version del conjunto de Cantor en el
plano, mostrando cada una de sus etapas de evolucion. Coloca los
datos que se te piden. El cuadrado inicial tiene de lado una unidad.

Etapa O

Etapa O

No de cuadrados
Area

Perimetro
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Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3 Etapa 4

Etapa 1

No de cuadrados
Area

Perimetro




Etapa 2

No de cuadrados
Area

Perimetro

Etapa 3

No de cuadrados
Area

Perimetro

2. Completa la siguiente tabla con base en la informacion obtenida
anteriormente:

Etapa Area Perimetro
Fracciones Decimales Fracciones Decimales
1
2
3
4
5
6
n

3. A continuacion debes encontrar la suma que se te solicita

Suma de las dreas de los cuadrados que se forman en las

etapas O, 1y 2. De igual manera para el perimetro.

R:

Suma de las dreas de los cuadrados que se forman en las

etapas 0,1,2 y 3. Lo mismo para el caso del perimetro.

R:

Halla la serie asociada a la suma de las dreas de los

cuadrados que se forman en las n primeras etapas. Haz lo




mismo  para el caso del perimetro. R:

Actividad 3: Construccion del conjunto de Cantor a través de la
descripcion de movimientos.

1. A continuacién se definen dos transformaciones Tl y T2 en el
plano y la construccion dindmica para construir el conjunto de
Cantor.

T1 = Reducir a la tercera parte respecto al punto O.

T2 = Trasladar horizontalmente a la derecha 2/3 de unidad.

Construccion dindmica

L Aplicar T1.
IT. Aplicar T1y T2 de manera consecutiva.

a. Aplica la construccion dindmica sobre el segmento que aparece a

continuacion. Dibuja la figura resultante sobre la linea de puntos que
estd debajo de este segmento.

A la figura obtenida anteriormente, aplica las transformaciones Tly T2.
A lo que resulta dibdjalo sobre la linea de puntos que aparece a
continuacion.

Aplica las transformaciones Tl y T2 a la figura que resulto
anteriormente. Dibuja la figura obtenida sobre la linea que aparece a
continuacion.

2. La representacién andloga del conjunto de Cantor en el plano
también puede ser construida por la aplicacion de movimientos en
el plano descritos verbalmente.



Las transformaciones que se definan son las siguientes:

T1 = reducir a la tercera parte respecto al punto O.

T2 = trasladar horizontalmente a la derecha 2/3 de unidad.
T3 = trasladar verticalmente hacia arriba 2/3 de unidad.

Etapa 1

a. Sobre el cuadrado que aparece dibujado en la figura realiza la
instruccién indicada y dibuja la figura resultante sobre la malla que
aparece debajo de éste.

i. Aplica la transformacion T1.
ii. Aplica la transformacion T1y T2.
iii.  Aplica consecutivamente las transformaciones Tly T3.
iv.  Aplica consecutivamente las transformaciones T1, T2 y T3.




Etapa 2

Esta etapa consiste en aplicar las instrucciones descritas en la etapa 1 sobre la
propia figura resultante. Aplica la figura obtenida en una malla igual a la
anterior y luego pintala de verde.



TRIANGULO DE SIERPINSKI

OBJETIVO:

A través del desarrollo de la presente guia, el estudiante estard en capacidad
de

d. Construir el tridngulo de Sierpinski mediante la realizacién de una
secuencia de instrucciones.

e. Reconocer patrones numéricos y geométricos subyacentes en el
tridngulo de Sierpinski.

f. Construir el fridngulo de Sierpinski mediante la descripcién de
movimientos geométricos en el plano.

INTRODUCCION

El tridngulo de Sierpinski fue introducido en 1916 por el gran matemdtico
polaco Maclaw Sierpinski (1882 - 1969). Este cientifico fue uno de los
matemdticos polacos mds influyente en su época, siendo reconocido a nivel
mundial. En su honor, uno de los crdteres de la luna fue bautizado con su
nombre. El tridngulo de Sierpinski es otro de los fractales cldsicos e
inicialmente aparecié como un ejemplo de una curva en la cual, cada uno de sus
puntos es un punto de ramificacién. Al igual que con el conjunto de Cantor, los
matemdticos han realizado estudios acerca de sus propiedades.

En esta guia construirds el tridngulo de Sierpinski en sus primeras etapas y en
sus formas alternativas. Encontrards también patrones numéricos vy
geométricos que subyacen en su proceso de construccién y utilizards
movimientos en el plano para construir este fractal.



Actividad 1

A. Construccion del Triangulo de Sierpinski

1.

Dibuja un tridngulo equildtero cuyo lado mida 16 cm en una
hoja cuadriculada.

Sefiala el punto medio de cada lado y conecta estos puntos
mediante segmentos.

De los cuatro pequefios tridngulos que se han formado,
colorea de amarillo el tridngulo central.

Sobre cada uno de los tridngulos que no fueron coloreados
realiza nuevamente los puntos 2y 3.

Nuevamente, sobre cada uno de los tridngulos que no
fueron coloreados, realiza los puntos 2y 3.

A los tridngulos que no fueron coloreados de amarillo,
pintalos de negro. La regién formada por los tridngulos
coloreados de negro se llama tridngulo de Sierpinski de
orden 3.

Si este proceso se continla indefinidamente, <{qué
caracteristicas crees que tendria la figura o tridngulo de
Sierpinski que iria resultando?

B. Reconstruccion del triangulo de Sierpinski

Malla de puntos

Sobre la siguiente malla de puntos construye el tridngulo de Sierpinski de

orden 4.




Disefio hgja Bond base 28

Para esta actividad necesitards los siguientes materiales: Una hoja bond base
28, un octavo de papel silueta de cualquier color, una cuchilla, regla, borrador y
un ldpiz.

1. Dibuja sobre la hoja de papel un tridngulo equildtero de lado 16
cm.

2. Determina los puntos medios de cada lado y conecta estos puntos
mediante segmentos.

3. De los cuatro tridngulos que se han formado recorta el tridngulo
central.

4. Sobre cada uno de los tridngulos no recortados repites el punto 2
y 3.

5. Nuevamente, sobre los tridngulos no recortados repites el punto 2
y 3. Debes tener cuidado de que al hacer los cortes los tridngulos
no se desprendan.

6. Una vez mds repite el numeral 5.

Actividad 2: Andlisis de patrones numéricos y geométricos

A continuacion se ilustran cada una de las etapas del proceso de evolucion del
tridngulo de Sierpinski. Se supone que cada figura se genera de la anterior y
que el tridngulo es isésceles y sus lados iguales miden una unidad. Para cada una

de las etapas escribe los datos que se te piden.

Etapa O



¢Cudntos tridngulos hay? R:
¢Cudnto mide la base? R:
¢Cudnto mide la altura? R:
¢Cudnto mide la hipotenusa? R:

¢Cudnto mide el perimetro? R:

Etapa 1

¢Cudntos tridngulos hay? R:
¢Cudnto mide la base de cada tridngulo? R:

¢Cudnto mide la altura de cada tridngulo? R:

¢Cudnto mide la hipotenusa de cada tridngulo? R:
¢Cudnto mide el perimetro de cada tridngulo? R:
¢Cudnto mide el drea de cada tridngulo? R:

Etapa 2



A

AA
A A

¢Cudntos tridngulos hay? R:
¢Cudnto mide la base de cada tridngulo? R:

¢Cudnto mide la altura de cada tridngulo? R:

¢Cudnto mide la hipotenusa de cada tridngulo? R:
¢Cudnto mide el perimetro de cada tridngulo? R:
¢Cudnto mide el drea de cada tridngulo? R:

¢Cudntos tridngulos hay? R:
¢Cudnto mide la base de cada tridngulo? R:

¢Cudnto mide la altura de cada tridangulo? R:

¢Cudnto mide la hipotenusa de cada tridngulo? R:
¢Cudnto mide el perimetro de cada tridngulo? R:
¢Cudnto mide el drea de cada tridngulo? R:

Etapa 4



¢Cudntos tridngulos hay? R:
¢Cudnto mide la base de cada tridngulo? R:
¢Cudnto mide la altura de cada tridngulo? R:
¢Cudnto mide la hipotenusa de cada tridngulo? R:
¢Cudnto mide el perimetro de cada tridngulo? R:
¢Cudnto mide el drea de cada tridngulo? R:

3. Con base en los datos recogidos anteriormente completa la
siguiente tabla:

Etapa | No tridngulos Base Altura Perimetro Area
1
2
3
4
5
6
7
n
Actividad 3: Construccion del tridangulo de Sierpinski mediante

descripcion de movimientos en el plano.




A continuacién se definen las transformaciones rigidas del plano a partir de las
cuales se construye el triangulo de Sierpinski.

T1: Reducir la tercera parte respecto al punto O.

T2: Trasladar horizontalmente a la derecha 3 de unidad.

T3: Trasladar horizontalmente a la derecha # de unidad.

T4: Trasladar verticalmente hacia arriba '3 /4 de unidad.

Enseguida se da el conjunto de instrucciones bdsicas para construir el tridngulo
de Sierpinski.

i. Aplica la transformacion TI.
ii. Aplica la transformacién T1y T2.
iii. Aplica la transformacién T1, T2y T3,

1. Sobre la figura que aparece a continuacién aplica el
conjunto de instrucciones bdsicas. El resultado dibdjalo
en la malla que aparece en el lado derecho.

2. Aplica nuevamente el conjunto de instrucciones bdsicas
sobre la figura obtenida en la malla dibujada en el punto 1.




3. Aplica nuevamente el conjunto de instrucciones bdsicas
sobre la figura obtenida en la malla dibujada en el punto
2.

4. Definir las transformaciones que dan origen a la siguiente
versién del tridngulo de Sierpinski.



5. Para el anterior Tridngulo de Sierpinski describe el
conjunto de instrucciones bdsicas a partir de las cuales se
puede construir.




CONCLUSIONES

El desarrollo de actividades en matemdticas que presenten como centro la
construccion de conocimiento y no la simple transmision de informacion
permiten generar en los estudiantes un mayor nivel de motivacion y le brinda la
posibilidad de desarrollar procesos de pensamiento por medio de contenidos
novedosos.

La construccién de los fractales es un apoyo grande a la nivelacion que necesita
el estudiante préximo a presentar una prueba de Estado ya que le posibilita el
acercarse nuevamente a conceptos no vistos o ya olvidados, no desde una visién
memoristica sino en la aplicacién de estos conocimientos y el desarrollo de
competencias bdsicas.

Es necesario desarrollar todo el trabajo con los fractales ya que hace un
acercamiento mayor a lo que hoy se deberia ensefiar en geometria con la
aplicacion de otros pensamientos de la matemdtica como el numérico y el
variacional.
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