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El objetivo fundamental de este trabajo fue profzadel estudio del comportamiento
oscilatorio de un sistema dado que es de suma fanmia para la mejor comprension
de fenbmenos mas complejos.

Para analizar este fenOmeno se realiz0 una experiean la cual dos moviles
conectados mediante un resorte y a su vez vingsiladios sensores de fuerza mediante
otro par de resortes, pueden oscilar de forma adapinidimensionalmente.

Para extraer mas informacion de la experimentmsedujeron modificaciones en el
montaje como la alteracién de la combinacion deasgsdel angulo formado entre la
plataforma de desplazamiento del sistema y la botat.

Finalmente, corroboramos para todos los casos gistele dos modos propios de
oscilacion del sistema correspondiéndose con Isulteglos de las ecuaciones
diferenciales de movimiento de estos moviles. Asinu, se pudo observar que
cualquier otra oscilacién del mismo sistema se @uEbcribir como una combinacion

de estos modos propios.

Introduccion

En este trabajo se planted estudiar el
comportamiento oscilatorio de un

sistema, observando los diversos modos
de movimiento realizables; y por otro

lado, evaluar como es afectado el
sistema al introducir variaciones

sustanciales en las variables que rigen el
comportamiento de éste (como son la
alteracion de las masas de los moviles o
de las fuerzas sobre él). Ya que la
conducta oscilatoria se puede observar
en diversos fenomenos fisicos, es
posible modelar situaciones complejas
mediante la utilizacion de elementos

sencillos como osciladores armonicos.
Por este motivo resulta atrayente
analizar el comportamiento del sistema
propuesto. Para ilustrar este fenbmeno
se realizdé un experimento que consistid
basicamente en dos moviles vinculados
entre ellos y con dos puntos fijos

mediante resortes. De esta forma el
desplazamiento resulta unidimensional
en la direccion de los resortes (ver
figura 1). Este montaje nos permitira

verificar que existen modos de

oscilacion propios del sistema y otros

que estan compuestos por combinacion
de éstos.
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Figura 1 — Diagrama de cuerpo libre del
sistema
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Figura 2 — Caracteristicas del sistema

Dado que el experimento nos permite
medir la fuerza elastica en funcion del
tiempo, el primer paso del analisis
tedrico consisti6 en el planteo de las
ecuaciones de Newton (ver figura 2).

—k{x =) + KX, =% =1") =m, [k
1)

=KX, =%, = 1") + kL =X, =1,) =m, IX;
2)



Para poder resolver este sistema de
ecuaciones diferenciales acopladas fue
necesario el uso de herramientas
matematicas como la transformada de
Fourier, la cual permite transformar una
ecuacion lineal integro-diferencial de

orden n en una ecuacion polinémica de
grado n. Esta se define como:

3)

De esta manera se logra obtener una
funcion cuya variable independiente es
la frecuencia d«).Para aplicar Ia
transformada se agrupa sélo el sistema
homogéneo.

De (1) y de (2) se obtiene:
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Y aplicando la transformada obtenemos:
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Buscando que el sistema de ecuaciones
sea dependiente, es decir que su
determinante sea 0, se puede despejar
o:
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* Para el caso en que las masas son
iguales se obtienen las siguientes
frecuencias:
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Para el plano inclinado se agrega un
término constante correspondiente a la
fuerza peso pero, como se trabaja sélo
con el sistema homogéneo, se obtienen
las mismas frecuencias.

+ Para diferentes masas las frecuencias
son:
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Hay que aclarar que, como el nimero de
datos obtenidos experimentalmente es
finito, no se puede utlizar la
transformada de Fourier como se la citod
anteriormente. Sin embargo, se puede
utilizar una variante de esta a la que se
denomina Transformada Rapida de
Fourier. Esta no es mas que un
algoritmo que permite aproximar
numeéricamente la transformada de
Fourier de una funcion.

No obstante, este analisis pone algunas
limitaciones en la sefial. Por ejemplo: la

sefal de la que se tomaron muestras y
gue se va a transformar debe consistir
de un namero de muestras igual a una
potencia de dos. El rango de frecuencias
cubierto por el andlisis TRF depende de

la cantidad de muestras recogidas y de
la proporcién de muestreo.

Por otro lado, se tuvo en cuenta el
Teorema de Muestreo por el cual el
intervalo de muestreo debe ser el doble
de la mayor frecuencia que presente la
onda.

Finalmente, una vez aplicada la TRF se
selecciona el intervalo de datos cercano
a las frecuencias esperadas y se aplica la
curva de distribucion Lorentziana para
obtener la frecuencia mas aproximada al
valor real. La ecuacion de esta curva es:
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Donde:
Yo = Altura de la base de la curva

A = Area total debajo de la curva
medida desdg

Xo = Posicion del valor maximo

w = Ancho total de la curva a la mitad
de su altura

De este grafico se puede interpretar al
méaximo de la funcion como la
frecuencia buscada, y al semi-ancho de
la curva como el error correspondiente.

Arreqglo experimental

En este apartado se realizara una
descripcion en  profundidad  del
experimento seleccionado para este
trabajo.

Como paso principal para este estudio
resulta imprescindible definir el sistema
al cual nos vamos a referir. El mismo

esta compuesto por dos moviles
vinculados entre ellos mediante un
resorte y a su vez, estos moviles estan
vinculados con dos puntos fijos

mediante dos resortes a los que
supondremos iguales. Para facilitar la
comprension del montaje se puede
observar la figura 3 donde se muestra
una vista lateral de éste.

Previamente a la disposicion de los
materiales se analiz6 las posibles
limitaciones de los elementos de

medicion. De esta manera se supedito la
posicion de los objetos requeridos para
realizar esta experiencia de forma tal

que el movimiento del sistema se realice
dentro de pardmetros esperables.

Una vez seleccionado el sistema a
estudiar se procedi6 al montaje del
experimento de la siguiente manera:

Inicialmente se coloc6 el plano de
forma horizontal utilizando el nivel para
evitar que la normal de los moviles con
el plano afectara el movimiento de los
moviles. Asimismo se limpio el plano
para reducir al minimo posible el
rozamiento entre éste y los moviles.

Una vez hecho esto se calibraron los
dos medidores de tension y fueron

colocados sobre la direccién del plano
horizontal de forma tal que el sistema
este en equilibrio cuando todos los

resortes estén elongados. Se tuvo
especial cuidado de que el medidor
registre la totalidad de la fuerza que

sentiria una vez vinculados los resortes.
Para calibrar los dos sensores se
suspendieron diversas masas indicando
los valores reales al programa logrando
un ajuste lineal. El programa utilizado

para la obtencion de los datos fue el
Multi Purpose Lab Interface (MPLI)

Los medidores de tension fueron
ajustados a soportes rigidos de forma
gue al conectar los osciladores de los

extremos los medidores de tension
funcionen como los puntos fijos
requeridos en nuestras hipotesis,

mientras que a su vez registran la
fuerza elastica en el extremo del resorte.

Sensor de fuerzas

Figura 3 — Montaje del experimento utilizado parsbzar el

movimiento de un oscilador

acoplado.



acoplado, se decidi6 modificar las
condiciones con las cuales este
estaticas para obtener sus constanteg)('oe”mento S€ des'arr.ollo. Para e_sto S€

introdujeron dos variaciones. La primera

elasticas, las cuales para cumplir Confue una alteracion de las masas de los
nuestras hipotesis deben ser iguales o

muy similares. Dichas mediciones mo;gledsé Igenggn%igi:fz E;Zetulrleffue}a
consistieron en suspender del resorte P : 9

diferentes masas y medir la elongacion la incIinacic?n del plano, IIevé_ndoIo ague
del mismo (Ver figura 4). Con estos datos fprme un angulo con la horizontal (Ver
se obtiene el gréafico de una recta cuyafIgura 5)-

pendiente es g/k y se despeja la constant&n ultimo lugar se identificaron las dos
elastica. frecuencias propias de estos dos
experimentos mostrando una vez mas que
cualquier movimiento es una
composicion de dos oscilaciones propias.

Por otro lado los resortes fueron
examinados mediante mediciones
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Figura 4 — Montaje para obtener el valor de \
la constante elastica mediante el método

estatico.

Ya dispuestos llos eIerTent%s ajenp§| alEigura 5 — Montaje del experimento para
sistema se colocaron l0s 00S MOVIIES ygaijaciones sobre plano inclinado

iguales sobre el plano. Luego mediante
los 3 resortes se vincularon los carritos Resultados v discusion
entre ellos y con los dos sensores de

fuerzas. Posteriormente se fijaron los | g experimento fueron realizados con
resortes para asegurar que el extremo de,q caracteristicas de la tabla 1.
éstos tuviera siempre la misma velocidadp,ra  cada caso el movimiento fue

que el elemento del cual esta sujeto. originado por un desplazamiento de los
Una vez preparados los elementos delmdviles de su posicion de equilibrio.
experimento se comenzaron las

mediciones con las que se analizaron losMediante el método estatico se
posibles movimientos del sistema. Paraobtuvieron los valores de las constantes
esto se ejecutaron diversos corrimientoselasticas:

de su equilibrio al sistema de forma que

oscile distintos modos. K1= 28,96 + 0.36 Kg/s€g

. ] K= 29,95 + 0.33 Kg/s€y
Como por medio de nuestros calculos Ks= 27.97 + 0.40 Kg/ség

preeliminares esperdbamos que cualquier
movimiento del sistema sea una
combinacion de dos tipos de oscilaciones
posibles, se busco identificar

independientemente a cada una de éstas.

Dada la similitud entre las constantes 1y
3, para facilitar los célculos se los supuso
iguales y se utilizé un promedio de
ambos.

Una vez finalizado el andlisis sobre el

comportamiento de este oscilador K = 28.46 + 0.38 Kg/s€y



Condiciones para cada experimento
Modo de oscilacion Masa 1 [kg]AM1 [kg] | Masa 2 [kg]| AM2 [kg] | Vel inicial [m/s]

E Paralelo 0.51203 0.00001 0.51203 0.00001 0
_g Opuesto 0.51203 0.00001 0.51203 0.00001 0
L%J' Combinado 0.51203 0.00001 0.51203 0.00001 0
‘;‘ Paralelo 1.53609 0.00001 0.51203 0.00001 0
é Combinado 1 1.53609 0.00001 0.51203 0.00001 0
%— Combinado 2 1.53609 0.00004L 0.51208 0.00001 0
o Paralelo 0.51203 | 0.00001| 0.51203|  0.00001 0
§ Opuesto 0.51203 0.00001 0.51203 0.00001 0
E.’_ Combinado 0.51203 0.00001 0.51203 0.00001 0
|.u

Tabla 1 — Condiciones iniciales para cada experitoen

Experimento 1
* Modo paralelo
A partir de los datos medidos de fuerza

en funcion del tiempo, se obtiene el
gréfico de la figura 6.

1.0+ Movimiento oscilatorio paralelo
0.5+

0.0

Fuerza [Newton]

-0.5

Tiempo [seg.]

Figura 6 — Datos obtenidos de la fuerza en
funcion del tiempo sin filtros de frecuencia
aplicados.

Por la existencia de frecuencias no
propias del modo de oscilacion se aplica
un filtro (filtro FFT ) que permite
trabajar con el rango de frecuencias que
se desea analizar.

Fuerza elastica de un movimiento oscilatorio
en paralelo

0.5

0.0

Fuerza [Newton]

-0.5

T T T

Tiempo [seg.]

Figura 7 — Fuerza elastica en funcion del
tiempo con filtro aplicado

Para obtener la frecuencia propia del
modo de oscilacion se utiliza la
ecuacion 9 mencionada en la
introduccion, obteniendo el siguiente
valor:

o = 7,45+ 0.05 1/seg

Dado que la frecuencia que brinda el
analisis mediante la transformada de
Fourier resulta ser el numero de
oscilaciones completas por unidad de
tiempo, al valor de la frecuencia angular
obtenido analiticamente es necesario



dividirlo por 2t. De esta forma, el valor
obtenido es el siguiente:

o = 1,185 £+ 0.008 1/seg

A los datos obtenidos
experimentalmente se aplico la FFT, la
cual nos devuelve un numero finito de
valores  correspondientes a las
frecuencias contenidas en el
movimiento. Dado que dichos valores
no forman una curva continua se puede
ajustar una curva de distribucién
Lorentziana la cual nos permitira
obtener el valor mas aproximado a la
frecuencia buscada. Se obtiene el
gréfico de la figura 8.
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Figura 8 — Grafico de la frecuencia para el
modo paralelo de movimiento

El valor obtenido para la frecuencia a
partir del grafico anterior es:

o =1,13+£0.09 1/seg

Donde el error se obtiene del semiancho
de la curva.

* Modo opuesto

Se procede de modo similar al caso
anterior y se obtienen los graficos de las
figuras 9y 10.

Fuerza elastica de movimientos oscilatorios opsesto

0.6+
0.4+
0.2+
0.0+

-0.24

Fuerza [Newton]

0.4

-0.6

0 2 4 3 8
Tiempo [seg.]
Figura 9 — Gréfico de la fuerza elastica en
funcion del tiempo para un movimiento
oscilatorio acoplado en el que los méviles
tienen igual masa.
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Figura 10 — Frecuencia para movimiento
oscilatorio opuesto con ajuste Lorentziano

El valor obtenido analiticamente de la
ecuacion 10 dividido pornes:

o =2,09 £0.02 1/seg
El valor obtenido a partir de la figura 10

es:
® = 2,010 £ 0.006 1/seg



e Modo combinado

Se procede de modo analogo al caso
anterior y se obtienen los graficos de las
figuras 11y 12

Combinacién de modos propios de oscilacion
1.04q

0.5+

0.0+

Fuerza [Newton]

-1.04

Tiempo [seg.]

Figura 11 - Grafico de la fuerza elastica en
funciébn del tiempo para un movimiento
oscilatorio en el que se combinan los dos
modos propios de oscilacion.
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Figura 12 - Frecuencia para movimiento

oscilatorio  combinado con  ajuste
Lorentziano

Los valores para la frecuencia obtenidos
analiticamente son los mismos que para
los dos modos anteriores, lo cual nos
muestra que este movimiento es
simplemente una combinacién de los
modos  propios. Los resultados
derivados del grafico son:

® = 2,010 £ 0.007 1/seg

®=1,12 £ 0.10 1/seg

Experimento 2

En este caso se hard oscilar el sistema
de la misma forma que en el
experimento anterior pero variando las
masas de los moviles. Por esta razon, se
dificulta lograr los modos propios de
oscilacion, por lo cual estudiaremos
anicamente el modo paralelo y dos
modos combinados.

* Modo paralelo

Se procede de modo andlogo al caso
anterior y se obtienen los gréficos de las
figuras 13y 14

Fuerza elastica para un movimiento oscilatorio
acoplado con diferentes masas

1.5

1.0

0.5+

0.0+

Fuerza [Newton]

-0.54

-1.04

.15

-1 b '1 '2 '3 '4 '5 '6 '7 ‘8
Tiempo [seg.]
Figura 13 - Gréfico de la fuerza eléstica en

funcion del tiempo para un movimiento
oscilatorio paralelo con diferentes masas.

127 Frecuencia para movimiento oscilatorio
con diferentes masas
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Figura 14 - Frecuencia para movimiento
oscilatorio paralelo para diferentes masas
con ajuste Lorentziano

El valor obtenido analiticamente a partir
de la ecuacion 12 son:



® =0.790 £ 0.033 1/seg

El valor obtenido a patrtir de la figura 14

fue:
® =0.78 £ 0.07 1/seg

e Modo combinado 1

Se procede de igual modo a los casos
anteriores y se obtienen los gréficos de

las figuras 15y 16

Fuerza elastica de movimiento combinado
para distintas masas

Fuerza [Newton]

Tiempo [seg.]

Los valores obtenidos a partir del
grafico de la figura 16 son:

®=1.69 £0.13 1/seg

®=0.78 £0.12 1/seg

* Modo Combinado Il

2.0 Movimiento oscilatorio acoplado con
- [\ diferentes masas

1.0 “ \
0.5 /\
0.0

-1.04

Fuerza [Newton]

5
-1 T T T T T T T

Tiempo [seg.]

Figura 17 - Fuerza eléstica en funcién del
tiempo para un movimiento oscilatorio
combinado con diferentes masas.

Figura 15 - Gréfico de la fuerza elastica en
funcion del tiempo para un movimiento

oscilatorio aleatorio con diferentes masas.
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Figura 16 - Frecuencia para movimiento
oscilatorio combinado para diferentes
masas con ajuste Lorentziano

Los valores obtenidos analiticamente a
partir de las ecuaciones 11y 12 son:

o =1.790 £ 0.067 1/seg

® =0.790 £ 0.033 1/seg

Combinacion de Frecuencias para movimiento
0.354 con diferentes masas
0.30+

0.254

0.204

Amplitud
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0.0 0.5 1.0 15 20 25 3.0 35

Frecuencia [Hz.]

Figura 18 - Frecuencia para movimiento
oscilatorio combinado para diferentes
masas con ajuste Lorentziano

Los valores obtenidos analiticamente a
partir de las ecuaciones 11y 12 son:

® =1.790 £ 0.067 1/seg
® =0.790 £ 0.033 1/seg

Los valores obtenidos a partir del
gréfico de la figura 18 son:



o =1.69 +£0.11 1/seg

®=0.7+0.2 1/seg

Experimento 3

En este experimento se buscaran las
frecuencias para el movimiento

oscilatorio acoplado montado en un

plano inclinado. En este caso las masas
de los moviles seran iguales.

* Modo Paralelo

Se procede de modo analogo al caso
anterior y se obtienen los gréficos de las
figuras 19y 20

Fuerza elastica para un movimiento oscilatorio
0.8 paralelo sobre un plano inclinado

0.6

0.0

-0.24

Fuerza [Newton]

-0.4+

-0.64

-1.0

-1 E) '1 '2 '3 '4 '5 '6 '7 ‘8
Tiempo [seg.]
Figura 19- Fuerza elastica en funcién del

tiempo para un movimiento oscilatorio
paralelo sobre un plano inclinado.
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Figura 20 - Frecuencia para movimiento
oscilatorio paralelo sobre un plano
inclinado con ajuste Lorentziano

Los valores obtenidos analiticamente:
® =1.180 £ 0.008 1/seg

Los valores obtenidos a partir del
gréfico de la figura 20 son:

o =1.13+£0.06 1/seg
* Modo opuesto

Se procede de modo andlogo al caso
anterior y se obtienen los gréficos de las
figuras 21y 22

Fuerza elastica para movimiento oscilatorio opuesto
08 sobre plano inclinado

0.6
0.44
0.2
0.0

-0.24

Fuerza [Newton]

0.4

-0.6

-1 b '1 '2 '3 '4 '5 '6 '7 ‘8
Tiempo [seg.]
Figura 21- Fuerza elastica en funcién del

tiempo para un movimiento oscilatorio
opuesto sobre un plano inclinado.

Frecuencia para movimiento oscilatorio opuesto
0.30- sobre plano inclinado

Amplitud

Frecuencia [Hz.]

Figura 22 - Frecuencia para movimiento
oscilatorio opuesto sobre un plano
inclinado con ajuste Lorentziano

Los valores obtenidos analiticamente:

® =2.09 £0.02 1/seg



Los valores obtenidos a partir de la
figura 22 son:
® =2.01+£0.13 1/seg

e Modo combinado

Se procede de modo analogo al caso
anterior y se obtienen los graficos de las
figuras 23 y 24.

Fuerza elastica para movimiento combinado

sobre plano inclinado
0.4+

0.2+
0.0+

-0.24

Fuerza [Newton]

-0.4+4

-0.6

Tiempo [seg.]

Figura 23- Fuerza elastica en funcién del
tiempo para un movimiento oscilatorio
combinado sobre un plano inclinado.
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Figura 24 - Frecuencia para movimiento
oscilatorio combinado sobre un plano
inclinado con ajuste Lorentziano

Los valores obtenidos analiticamente:
® =1.180 £ 0.008 1/seg
o =2.09 £0.02 1/seg

Los valores obtenidos a partir del
gréfico de la figura 24 son:

o =1.12+0.08 1/seg

® =2.00+£0.06 1/seg

En los resultados obtenidos se puede ver
que para cada movimiento propio, ya
sea sobre una superficie horizontal o un
plano inclinado se puede encontrar las
mismas frecuencias. Esto muestra que la
frecuencia no depende de ninguna
fuerza constante. Sin embargo, si
analizamos el caso en que hay variacion
de masas se puede ver que si bien se
mantienen dos frecuencias propias, su
valor difiere de los otros experimentos.
Por otro lado, se puede ver que para los
3 experimentos cualquier movimiento
oscilatorio del sistema se puede
describir como una combinacion de los
modos  propios (frecuencias) ya
mencionados.

Conclusion

Al observar los datos obtenidos a lo
largo de los experimentos se pudo
observar efectivamente la existencia de
modos propios de oscilacion, cada uno
de estos con una frecuencia
caracteristica. Estas pueden ser
visualizadas claramente en las gréficas
de las funciones obtenidas gracias a la
transformaciéon de Fourier. Dicha
herramienta nos permite distinguir una
Gnica frecuencia para cada modo
propio, mientras que es posible observar
gue en los otros tipos de oscilacion se
encuentran presentes Gnicamente
composiciones de estas dos frecuencias.
Este hecho nos permite deducir que los
modos de oscilacion aleatorios son
combinaciones de los modos propios.

Al realizar el mismo analisis para los
otros dos casos estudiados, es decir las
distintas combinaciones de masas y la

oscilacibon en el plano inclinado,
pudimos  corroborar el  mismo
fendmeno, distinguiendo Unicamente

una variacion en la magnitud de la
frecuencia para el caso de diferentes
masas.



Los resultados que nos permiten
verificar lo dicho anteriormente son:

Modo paralelo
Resultado analitico

® =1,185 + 0.008 1/seg
Resultado Experimental
o =1,13+£0.09 1/seg

Modo opuesto
Resultado analitico

o =2,09£0.02 1/seg
Resultado Experimental
® = 2,010 £ 0.006 1/seg

Modo combinado
Resultado Experimental
® = 2,010 £ 0.007 1/seg
Resultado Experimental
o =1,12+0.10 1/seg

Cabe aclarar que en este apartado se
presentan Unicamente estos resultados
porque generalizan las conclusiones.
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