CURVAS ALABEADAS REGULARES. LAS FORMULAS DE FRENET-SERRET. CARLOS S. CHINEA

CURVAS ALABEADAS REGULARES.
FORMULAS DE FRENET-SERRET

1. Las curvas alabeadas:

Definicién 1: Consideremos el conjunto de pares F:([a,b],f((p)), donde [a,b]es un
intervalo cerrado de ndmeros reales y f(p) es una funcién vectorial continua

f:[a,b]—)M3 siendo M’ el espacio métrico tridimensional asociado al espacio
vectorial euclideo tridimensional sobre R.

Diremos que dos de estos pares, ([a,b] f(¢)),(c.d]g(®)), son equivalentes
propiamente (respectivamente impropiamente) si existe una funcién continua h tal que
es h:[a,b]—)[c,d] estrictamente creciente (respectivamente decreciente) tal que

h(a)=c, h(b)=d (respectivamente h(a)=d, h(b)=c) tal que g(h(p)= f(p)), a<ep<h.

g

N

a b C d R

h
Obviamente, tal relacién en el conjunto ' es de equivalencia, puesto que es reflexiva,
simétrica y transitiva. Las clases de equivalencia son los subconjunto de I' formados
por todos los pares equivalentes entre si.

Cada una de estas clases de equivalencia se denomina arco de curva alabeada, y cada
uno de los representantes de la clase de equivalencia, esto es, cada par ([a,b],f((o)),
se denomina representacion paramétrica de la curva alabeada.
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- Arco de curva alabeada:

Q= {([al by ]:fl (?7)): ([az b, ]: /s ((0))a---a ([ak by ]: S (?7))’}

-  Representaciones paramétricas de un arco de curva alabeada:

(a,.6.] f,(@)) i =1.2,....k,...

2. Curvas alabeadas regulares:
Definicion 2: Una representaciéon paramétrica ([a,b],f(go)) de un arco de curva

alabeada Q se dice que es regular si f es de clase C! en [a,b] y de derivada no nula en
[a,b]:

([a,b] f (@) rep. par. regular < f e C',Y ¢ €la,b] A f'(9) %0,V €|a,b]

Teorema 1: Si es ([a,b],f((p)) una representacion paramétrica regular del arco de

curva alabeada Q, entonces, para todo punto del intervalo [a,b] existe un entorno
donde la funcién f es uno a uno:

([a,b],f((p)) repr.par.reg = V@, € [a,b], EIE((DO )/f uno a uno

Demostracion:

Vo, €la.b]l 1'(0) =04 11(0,)=(x"(0,).5'(9,).%'(9,))# (0,00 = x(¢,) =0, vy por
la continuidad de la derivada: EIE(% )/V¢ € E((oo), x,'(p) %0

Por lo tanto, si existieran ¢,,9, eE((po)/f(gol)zf(goz): x, () =x,(p,), Yy en este
caso, al tratarse de una funcién continua y derivable, podria aplicarsele el teorema de
Rolle: 3¢ e (p,9,)/x,'(9) =0, lo cual seria obviamente contradictorio.

Luego, f ha de ser inyectiva, uno a uno.

Definicién 3: Una aplicacion sobreyectiva #:[a,b]— [c,d] se dice que es un cambio de

parametro admisible si se verifican las dos condiciones siguientes:

a) h(p) es de clase C! en [a,b].
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b) M #0,Vpe [a,b]
do

Teorema 2: Si h:[a,b]—>[c,d] es un cambio de pardmetro admisible se verifica que:

a) h(p) es uno a uno.
b) La funcién inversa &' :[c,d]—)[a,b] es también un cambio de parametro
admisible.

Demostracion:

a) Puesto que h'(¢) es continua y h’(¢) es no nula, sera h'(¢)>0 o bien h'(¢)<0,
por lo que la funcidon h(p) es creciente o decreciente, es decir, monodtona
estrictamente, lo que indica que es uno a uno.

. . do . dh
b) La derivada de la funcién inversa de h es —=y siendo — =0
) W) es = Sanjdp Y d

, do
serd p(W)eC',y —— %0
@(h) Yo

Definicion 4: En el conjunto de todas las representaciones paramétricas regulares
podemos definir una relacidén de equivalencia por la condiciéon de que para dos pares

([a.b] f(9)), (c.d] g(@)), exista un cambio de pardmetro admisible h que cumpla:

h:la,b)—[c,d] y g(h(@) = f(p), a<p<h

Las clases de equivalencia, formada por los pares de representaciones paramétricas
regulares relacionados de esta forma, es decir, relacionados mediante un cambio de
parametro admisible, se denominan arcos de curva regular.

- Arco de curva alabeada regular:
Q={(a.b} fi@)[a2.0.} )01, S (@)
siendo f, € C',.Vop ela,b ]| f'(p)#0,Ypla,b]
existiendo un cambio de parametro hs :
h:la.b]—a,a]i=1.k..Vsy f.(h (@)= f(p), a, <p<bh,
cumpliendo las condiciones de admisibilidad: h, € C' A h,'(p) # 0,

- Representaciones paramétricas de un arco de curva alabeada regular:

(a,.6,] f(@))i=1.2,....k,..., f,eC' Voela,b]n f'(p)#0,Voela,b]
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Dos representaciones regulares, ([a,b], f(9)) v ([c,d].g(h)), se dice que tienen Ia

misma orientacion si el cambio de parametro h:[a,b]—>[c,d] es una funcion

estrictamente creciente, y se dice que tienen distinta orientacion si es funcion
estrictamente decreciente.

3. El parametro longitud de arco:

Una curva paramétrica ([a,b], f((p)) se dice que es rectificable si para cada particion del
intervalo P = {a = Qo P seens @, :b} existe un numero real positivo M tal que la longitud
de la poligonal sobre el intervalo definida por la particion P es menor que M:

L) =3 |f ()~ [ (@) < M

En una curva rectificable, se denomina /longitud del arco sobre [a,b] al supremo del
conjunto infinito de las poligonales sobre [a,b] para cualesquiera particiones:

1, (a,b) = sup{L(P)/ P € Pla,b]}

en los arcos de curvas regulares es inmediato probar que son rectificables y que la
longitud del arco viene dada por la integral

b
1,(a,b) =j dx

daf
dx

Teorema 3: Si es ([a,b], f(¢)) una representacién paramétrica de un arco de curva

[
, d .
regulary es ¢, € [a,b], entonces la funcion a(p) = J.dl.d(p verifica que:

Po

a) a(p)= L (@y,9), ST 9= @,
— 1, (@5,9), st @ < @,
b) 1, (a,b) = a(b) - (@)

c) La aplicacion a :[a,b]— [a(a),a(b)] es un cambio de pardmetro admisible.

Demostracion:

a) y b) resultan inmediatamente de las propiedades de la integral Riemann. En cuanto

Vo

a ¢) se deduce en particular que es a sobreyectiva y que siendo continua, sera:
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da _
do

do =

Y| gps e ||
do do

luego, es un cambio de parametro admisible.
Teorema 4: La representacion paramétrica regular ([a(a),a(b)] g(er)) no es Unica.

En efecto:

1) El punto ¢q utilizado en la definiciéon de o puede ser un punto cualquiera
del intervalo [a,b].
2) El arco de curva regular admite, obviamente otras representaciones

distintas de ([a,b], f(p)).

Definicién 5: Si consideramos la representacién paramétrica regular([a,b], f()) de un

arco de curva regular, T, y el cambio de pardmetro admisible definido por la longitud
de arco, a, se tiene:

a:la,b]— [a(a),a(b)]

la representacién ([a(a),a(b)], w(a))donde wa)=f(p),a=al(p), se llama
representacién natural del arco de curva regular I.

Teorema 5: Si es ([a(a),a(b)], w(a)) una representacién paramétrica natural de un
arco de curva regular Q, se cumple:

29) |a2 —0{1| =1,(a,a,)

39) Si ([B(a), B(b)u()) es otra representacion natural del arco de curva regular Q,
entonces se tiene la relacién a =+ +k, siendo k una constante.

49) Si m(e) una representacion regular cualquiera de Q, de la misma orientacién que

. da |dm| _ o . .
w(a), entonces se verifica que Jo = ol Si fuera de contraria orientacion se tendria
P @
da dm
que — =—|—|.
dp  |dg

Demostracion:
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P2
10) Se tiene que es a(p) = jd—w.dw :d_a = ‘d_w , por lo cual es:
] d¢ dQ)
|dw| _ |dw|‘| do
el |dgl|da

20) De la expresion de la longitud del arco:

(23
lw(al ’aZ) = .[
[

dw
d

2]
do = Il.da =a, -0,
P

sia, za, =1 (a,a,) =|a2 —a1|

sia, <a :>lw(051,052):|052 —a1|

3°) Se tiene, del apartado 1°) anterior:

CARLOS S. CHINEA

da _ Jdw

dp . |dp :d—a:i%:a:iﬁﬂc

apg __jlaw| dp dp

dp |do
40) Si m(o) tiene la misma orientacion que w(a) existe un 4 : [a,b]—) [c,d]/h eCly
ademas con h’>0 en [a,b]. Es decir, f es creciente en [a,b]= d—a = dh >0

dp do

dm| |dm||da da da |dm

—=——]=1l—]>0=> —=|—

dp| |dal|de do dp |do

dh

- . L , da da
caso de tener distinta orientacion sera — = d— <0, por lo cual d— =

do

4. Vector tangente:

d

3 dm
Q

Del teorema anterior podemos deducir las consecuencias inmediatas siguientes:

a) El vector derivada de f(a) con respecto a o, donde es o el parametro

longitud de arco, es unitario:

d
-t

=1

df (@)

da

El vector unitario ¢ =
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b)

c)

d)

e)

CARLOS S. CHINEA

Para otra representacion paramétrica natural del mismo arco de curva

dada por ([c,d], (f))se tiene que

, :ﬁzﬂ,dﬁ:t(tl):it
df da dp

Si es ([c,d],f((p)) una representacion paramétrica regular cualquiera del

mismo arco de curva, se tiene:

af

A _df da_ _df _dg
dp da do da da
do

La recta tangente a la curva m(¢) en el punto ¢, sera:

m(@) = m(@,) + At

El plano normal a la curva m(¢) en el punto ¢, es:

(m(p) —m(p,))t=0

5. Vector normal. Curvatura. Plano osculador:

Definicién 6: Se define el vector curvatura de un arco de curva en un punto como la
segunda derivada con respecto al parametro longitud de arco. Esto es:

Dada una representacion paramétrica ([a,b],f((o))del arco de curva regular Q, se tiene

que si es a(e) el parametro longitud de arco, y es f suficientemente derivable con
continuidad, se tiene:

(== ALO_ gy

Vector tangente: =
da dopda

Vector curvatura: k= f"= 7
a

da’ T da
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Teorema 6: El vector curvatura, k, de un arco de curva regular Q cualquiera, es
independiente de la representacién paramétrica natural elegida. Ademas, k es paralelo
al plano normal a la curva en cada punto de la misma.

Demostracion:

Sean dos representaciones paramétricas naturales del mismo arco de curva y
consideremos el correspondiente vector tangente y de curvatura:

_df , _d'f,
([alabl]afl(a))a tl _da’kl da2
_df, , _d’f,
([azabz]’fz(ﬂ))’tz - dﬂ’kz - dﬂz

&g _ & da_

d
siendo 1, = =2 "= =t (+1)=+t,, o, si llamamos y = % oseribimos:
dp da dp d,

d*f, dt dt dt, dp
k, = L=l oy 2=y 2 P oyhky=y'k =k
'l da ‘//da V/dﬂ da Yk W=y Ky =K,

Veamos ahora la direccidon del vector de curvatura, llamando t al vector tangente y k al
vector de curvatura, tendremos:

A 0520 Y —0= 20k =02 1k=0= tk(perpend.)
da da

tt=1=>

ector tangente

plano
normal

P

Curvatura

Definicién 7: Se llama curvatura del arco de curva Q en el punto f(«,) al médulo del

vector de curvatura en dicho punto. El inverso de la curvatura se llama radio de
curvatura del arco de curva en dicho punto:

Curvatura: k, = \k(ao)

. 1

, Radio de curvatura. R, = —
kO

Se llama punto de inflexién del arco de curva a cualquier punto en el que la curvatura

sea nula (esto puede ocurrir pues la derivada segunda del vector f(a) podria ser nula,
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aunque nunca la primera derivada, por el caracter regular del arco de curva). En un
punto de inflexion, por tanto, el radio de curvatura es infinito.

Se llama vector normal al arco de curva a un vector unitario n tal que verifique:

k(a) = kyn(a)
O sea:
dt(a)

7 = ko.n(a) [5_1]

Teorema 7: Si es ([a(a),a(b)],f(a)) una representacion paramétrica de un arco de
curva regular Q, se verifica:

1) k= lim A9)_|40 , siendo A6 = angulo(t(a),t(a + Aa))
Aa|l |da
Aa—>0
W d'f

2) k? ="M (f Jo o: parametro longitud de arco)

2 (f/\f)2 ,_df
3) kP =" (f="75,
(.7) dy

Demostracion:

@: otro pardmetro)

1) De ser |Af =t(a +Aa)—t(a) = 2.sen(A20j = A6+ p(A)

(A(A0) :inf initesimo de AO)

Se tiene:
P T A C L
da Ao Aa
A 0 A 0
_yim 80/ _|d0
Aol |da
A

2) k* =|k(a)” = k(@) k(@)= f".f"
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3) Si llamamos f':i, f :i, (p':d—(p, se tiene que f'= f.¢', y, por el teorema
da do da
5_49) es ‘f‘ —) - f'= i Veamos las derivadas:
\f | 7

':i n_ o (A7) ..,%':_f.f -\ df d({) .
o=,  9"=(9) ﬂf\ ) [(f.f)} & ()= 20 de =19

=)= (7.9)= (7)o fco—jf f(jff) G AV LG - D)=

=7 AV A AT

fA(fAf)T LGN _GAI) g
(7.7) 77y gy -

por tanto: k? = f",f":{

ST
il

Y, por consiguiente k =

Definicion 7: Dados tres puntos de un arco de curva alabeada regular, A, By C, se
Ilama plano osculador al arco de curva en el punto A al plano que definen los tres
puntos cuando B y C se aproximan infinitamente al punto A, esto es, el limite del plano
que pasa por los tres puntos cuando B, C > A.

Definicién 8: Dados tres puntos de un arco de curva alabeada regular, A, By C, se
Illama circulo osculador al arco de curva en el punto A al circulo que definen los tres
puntos cuando B y C se aproximan infinitamente al punto A, esto es, el limite del
circulo que define la circunferencia que pasa por los tres puntos cuando B, C > A.

Teorema 8: El plano osculador queda definido por los vectores tangente y de
curvatura, no estando determinado en aquellos puntos de curvatura nula.
Demostracion:

Sea w un vector perpendicular al plano osculador y P un punto fijo de dicho plano con

vector de posicion g. Se verifica, entonces, para el plano osculador en el punto A de
vector de posicion f(oyg):

(f(a))—g)w=0
0 bien, podemos escribir
flay)w=gw=r
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si consideramos la funcién v(x) = f(e,).w—r, verifica obviamente que para todo punto

M del plano osculador es v(M)= f(a,)w—r =0, por lo cual, si consideramos los

puntos A, B y C de la curva (de valores respectivos del parametro longitud de arco ay,
oy Y ay) se tendra:

A:v(a,))= fla)w-p= 0
B:v(a)= [fla)w-p= 0
C:wa,)= flay)w-—p= 0

Plano osculador

rpendicular al
plano osculador

Aplicando el Teorema de Rolle a las igualdades anteriores se tiene que
Ix, eR/ o, <x <o AV(x)= 0
Ix, eR/ o, <x, <a, AV(x,)= 0
Ix; eR/ X, <x;<x, AV'(x3)= 0

como, por definicidén de plano osculador, B,C>A, también a;,0,>0g Y, asimismo
también h;, hy, hs>0g. Es decir, en el limite se tiene que

Vi(ay) = f(a,)w= 0

Viiey) = [f"(a,)w= 0
de lo cual se deduce que el vector w es perpendicular tanto al vector f'(ag) como al
vector f"(ag) , es decir es perpendicular en el punto A(ay) a los vectores tangente t y

de curvatura k. En definitiva, pues, la ecuacién vectorial del plano osculador es de la
forma:

[ =1t t(ay) + Ak(e,)
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Teorema 9: El circulo osculador en un punto f(oy) estd contenido en el plano osculador
y su radio es el radio de curvatura del arco de curva en dicho punto.

Demostracion:

Si es g el vector de posicién del centro del circulo osculador, la ecuaciéon de la
circunferencia se puede escribir (f(a)—-g).(f(a)—g)=r> en el punto f(a).

Si consideramos la funcion

va) =(f(@)-g)f(@)-g)-r

Esta funcién se anula obviamente en los puntos A, B, C de valores respectivos og, a1 Y
o, para el parametro longitud de arco.

‘/'(050):(f(alo)_g)‘(f(ao)_g)_r2 =0
va) = (f(a) - g)f(a)-g)-r* =0
vey) = (f(a) - g)f(a,)—g)-r* =0

Aplicando el Teorema de Rolle:

Ix, eR/ay <x, <a, AV'(x)=0 :(f(xl)—g).f'(xl):o
Ix, eR/a, <x,<a, /\v'(xz):0:>(f(xz)—g).f'(xz):O
Ixy € R/ x; <2y <2y AV'(03) = 0= (£ () = @) /" 0ey) + (). (x3) = 0

Puesto que B,C>A, también o4, oy --» 0p Y a@simismo Xi, X, X3>ao. En el limite, por
tanto es:

(f(ao) - g)~f'(ao) =0

5.3
(f(a)—g)f" (@) + ['(a,).f"(x;)=0 [5-3]

Como todo los puntos del circulo osculador estdn en el plano osculador también lo
estara el centro de dicho circulo, luego es:

flay)—g=4t+A,k [5_4]
o bien
flay)—g=A4.f"(a)+ 4./ " ()

y de las ecuaciones [5_3]:
(f-o.f"=4."f+A4,."f"=0=>1,=0
A 1

— DS =S S A S S = > Ay ==L
(=@ = dusf [ e f === == =
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por tanto, de la ecuacion [5_4]:

g=f(a0)—/12.k=f(a0)+klz.k.n:f(a0)+;.n

El radio de circulo osculador es por tanto: »=— =R, (radio de curvatura del arco de

curva en el punto).

o

CIRCULO OSCULADOR.

6. Vector binormal. Torsiéon. Plano rectificante:

Definicién 9: Se define el vector binormal en un punto g9 de un arco de curva regular
como el producto vectorial de los vectores tangente y normal al arco de curva en dicho
punto:

b(@,) =1(py) A n(@,)

Estos tres vectores constituyen un triedro formado por vectores unitarios
perpendiculares que es variable en cada punto, esto es, es un triedro moévil o
intrinseco, definiendo cada dos de ellos un plano:
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Plano normal: m(@) =m(@,)+ A.n(p,) + 1.b(p,)
Plano osculador:  m(¢) =m(gp,) + At(p,) + u.n(p,)

Plano rectificante: m(¢)=m(p,)+ A.t(p,) + 1.b(p,)

Plano normal

""""""" ¥ Plano
osculador

LR T 0 R

I curva lano

rectificante

-

Teorema 10:

Se verifican las siguientes situaciones:

1) P~ _T(ayn [6_1]
da
2) [T(@) = lim A¢==Z¢cbmmesA¢=a@wb@m%Ma+AaD
Aa— 0 ¢ ¢
3T = (f"(/:"/\{m)= [f',f”,zf'”] (parédmetro longitud de arco a)
f f ‘fn

VA fnf) 11T ] , .
4) I'=~, "3 =r-"-2-7 (parametro cualquiera ¢)

APV [Fad ’
Demostracion:
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1) Veamos que el vector b’ es perpendicular tanto a b como a ¢, por lo que ha de tener
la direccién del vector n, perpendicular a ambos.

bzt/\n:>{b' 0:>(b.t)'z0:>b'.t+b.t'=0:>b'l+b.k=0/\b.k=0:>b'.t=0

N =

bb=1=(bb)=0=2bb'=0=0b'=0

Por tanto, b’ es perpendicular tanto a t como a b, luego tiene la direcciéon perpendicular
es decir la direccion de n. Existira un factor de proporcionalidad, pues, entre b’ y n. Si
[lamamos -T a ese factor, podemos escribir

db
— =-T(a).
i (a).n

2) De ser ‘Ab‘ = \b(a +Aa)— b(a)\ = 2.sen(A29j =A0+¢(AO)
(#(A0) :inf initesimo de AO)

Se tiene:
db(@) =|T(a)|n(a)
da
7l- -2
. _|AG] |dE
=lim—~_=—
Aa| |da
3) Se tiene:
b=tan=b'=-Tn=({rn)=nb=-Tn*=-T=n(tAn)=
' 1 ' f"(f'” ' f” H] ! m '
=>T=n(nnAt)=nm'rt+nAt)=" AN+ nAf" = (f /\f)
ALK K K’

por tanto:
A GUNS IRV
ANDS s
3) Se tiene, para las primeras derivadas de la funcion f con respecto al parédmetro

longitud de arco las expresiones siguientes en funcién de las derivadas con respecto a
otro parametro ¢:

fv=f‘(0v’ f”:f-¢'2+f-¢”l f”'zf-(0'3+3-f-(0'-¢”+f-¢'”
efectuando operaciones, y teniendo en cuenta que :

T e NN v
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(/~J)
y que es, por [5_2]: f".f'"=~ T/
(7.7)
se tiene, finalmente:

JUAT)

o LA G T AT

A (FAfy  (Faf)

(7.7

Definicién 10: Se llama torsion de una curva alabeada en un punto a la magnitud T(«)
tal que

db
Z = T(a).
o (a).n

7. Las formulas de Frenet-Serret:
Teorema 11:

Dada una curva alabeada regular definida por la funcién f(«) se verifican en cada punto
las las relaciones siguientes, llamando k, a la curvatura y T a la torsion:

dt
1) —=k,.n
)da 0

2) dn =—k,t+T.b
da

3) @ =-Tn
da

Demostracion:
1) Es la expresién [5_1] de definicién de la curvatura.

2) Deser nn=1=nn'=0= n L n'= n’ esta contenido en el plano rectificante, por lo
cual puede expresarse en funcion de los vectores directores de dicho plano:

n'=At+A,b [7_1]
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esto quiere decir que, multiplicando por t: n't = A,tt+ A,.bt = A;; andlogamente, si
multiplicamos por b: n'b=Atb+A,.bb=4,.

nt=0=>n't+nt'=0=n't =-nt'=-nkyn=-k, = A, =—k,

nb=0=>nb+nb'=0=>n'b=-—nb'=-n(-Tn)=T=>1,=T
sustituyendo en [7_1]: n'= A t+A,.b=—k,t+T.b, por tanto:

dn _ —k,t+Tb
da

3) Es la expresidn [6_1] para la torsion.

FORMULAS DE FRENET-SERRET

a@
da
dn | _

da
@

da

Curvatura:

Torsion:

JUNIO, 2006, MARCHENA
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