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Funciones Senoidales Asincronicas

Dante E. Wojtiuk
(dantewo@ciudad.com.ar)

Introduccion

El presente trabajo esta integramente orientado al andlisis de secuencias cuya expresion
funcional corresponden a sumatorias finitas de funciones senoidales asincronicas,
distribuidas regularmente en los reales.

Su origen es una investigacion algoritmica.

Como tantos hallazgos cientificos, partié de una intuicién, combinada con una casualidad,
evidente en un pequefio campo de aplicacion, pero cuya generalizacion es el fruto de 3
afios consecutivos de labor.

Las funciones de esta forma tienen propiedades cuyo estudio se reivindica novedoso en el
presente trabajo, se analizan las mismas y su relacion con los conjuntos generadores.

Se analizan también las relaciones internas de los vectores componentes para ciertas
dimensiones, y las formas canénica y compuesta de las matrices asociadas a las funciones
objeto de este estudio en multiples dimensiones.

A juicio del autor, las conclusiones aqui vertidas son consideradas de utilidad para la

investigacion de muchos fenémenos naturales acotados de composicion aciclica compleja

Buenos Aires, 29 de Mayo de 2006

Dante E. Wojtiuk



1) Convenciones sobre simbologia

El presente trabajo se rige por la siguiente convencion en cuanto a referencias:

<1> Es una ecuacion o relacion. Posteriormente puede ser invocada por el nimero de la
misma.

T.1 Esun Teorema (en este caso el teorema 1, invocado por su sigla)
T.1.1 Esuna ampliacion del teorema 1 o consecucion del mismo.

C.1.1 Corolario del Teorema 1 ( la primera cifra indica el teorema de referencia el
segundo el nimero de corolario vinculado al mismo)

Co.1 Condicién 1, condicion 2, etc, puede ser invocada en cuanto el conjunto de
condiciones nombradas de tal forma apliquen a varias proposiciones

L.1 Lema (en este caso, Lema 1).

{{1}} Es una referencia a un documento que amplia el tema referido, o bien es una
planilla de calculo con ejemplos numéricos vinculados al tema de referencia, identificado
por el nombre: ‘Documento {{1}} .

Si a la referencia entre corchetes le sigue una llave con dos grupos de caracteres
alfanuméricos separados por un guién, se debe interpretar como una referencia a hojas y
celdas en una planilla de calculo Excel.

Ejemplo:

{{1}} {hojal — A1} hace referencia a un documento llamado ‘Documento {{1}}.xls’, a su
hoja llamada ‘hojal’ y a la celda A1 en la hoja referida.

Dicho documento (salvo expresa aclaracion) se halla en el Compact Disk de respaldo,
entregado como parte de este trabajo al jurado.’

! Todas las ecuaciones son rigurosamente probadas en el curso del presente trabajo, pero considerando la
novedad de algunos planteamientos, el autor ha juzgado conveniente el mayor respaldo factico a las
proposiciones vertidas.



2) Notacion

A mor de sencillez, se establece una notacion generalizada de términos y / o funciones
cuya aparicion recurrente justifica la misma:

2.1) Sea:

f(kl,q) R— iR/f(khcl)(x) = C, cos(xk,)

ﬁkl,kz,Cl,Cz) R—> ER/J((kl 4y ,C1,Cy) (.X') = Cl COS(Xkl) + C2 COS(.X'kz)

n
f(kl,..,kn,q,..,c,,) ‘R—> SR/f(kl,..,k,,,q,..,cn) (x)= Zci cOS(xk;)
i=1

A la que se llamara_funcién asincrénica suma (fa+), de orden n.

Los términos k y C son constantes, es decir, no varian en la evolucion de la secuencia.

2.2) Sea:
g“‘l ) R >R/ g(kl ) (x) =C COS( Xk1)
oo Ro>NR/g  (x)=Ccos(xk)cos(xk,)
g o Ro>NR/g  (x)= CH cos( xk,)

A la que se llamara_funcién asincrénica producto (ga*), de orden n.

Mismas consideraciones que en 2.1



En ambos casos:

x,k,C € R;
C = 0;
k # 0;
k

s € /;
ne N;

= k. + 2s7m;

i+1

<Co.1>

En la Figura 1 se muestran varias graficas de la fa+ de distintos 6rdenes.

2.3) Sea:

—12n<2n

f(kl,..kn,q,..pn)(x)
f(kl,..kn,q,..g,,)(x"‘l) ..
M (= f(kl,..kn,q,..g) (x+2) . . .

St Gy X 20+ =2n—1) |

x,k,C € R ;
C = 0;
k # 0;
k
s € 1 ;
n € N ;

= k, + 2s7mw;

i+1

la matriz de 2n x 2n generada por la secuencia de fa+ de orden n.

Se define pues una matriz asincrénica suma de 2n x 2n aquella cuyos vectores columna

son generados por la secuencia de la funcion asincrénica suma tal como fue definida en

2.1.



Su forma general es:

M 2X2(f,x,+) —

r 12nx2n
r 12nx2n

a; Z C. cos|(x +2nj +i—2n—1)k,]

i=1

Como puede apreciarse, a cierta secuencia asincronica suma de orden n se la distribuye —

columna a columna — en una matriz de 2n x 2n, ordenadamente.



Ejemplo de matrices asincronicas suma:

fa+ orden 1:

M2 :{ f(kl,Cl)(x) f(kl,Cl)(x+2)i|

{ C, cos( xk,) C, cos [(x + 2)k1]}
f(kl,Cl)(x +1) f(kl,Cl)(x +3)

C,cos[(x+Dk,] C,cos|[(x+3)k,]

7 cos(x3) 7 cos [(x+ 2)3]
7cos[(x+1)3] 7cos[(x +3)3]

C =7,
k, =3
fa+ orden 2:
Jibcen®  Junao D finao®+)  fingo @+
szz(f )= ﬁkl’kz’q’cz>(x+1) f(‘klakz’cl,Cz)(x—i_S f(kl,kz,Cl,Cz>(x+9) ﬁklakz,q,cz)(x+13) _
Xt+) — -
Sk @+ S ac@+0 finaomG+HO fupqe)+1d
Jka @+ Jurae@D Jna.o@EHD) fira.eG+1d
C, cogxk, |+ C, cogxk, | C cod(x+ 4k |+ Cycod(x+ 4k, ] C codf(x+8)k, |+ C,cod(x +8)k,]  C cod(x +12)k, ]+ C, cod(x +12)k,

G cod(x+ Dk [+ C, cod(x+ Dk, ] - G cod(x+5)k ]+ C,cof(x+5)k,]  C cod(x+9)k [+ C, cod(x+9)k,] € cod(x+13)k, ]+ C, cod(x +13)k,] |
G cod(x+2)k |+ Cy cod(x+2)k, ] G cod(x +6)k, |+ C, cof(x + 6)k,| € cod(x +10)k, |+ C, cod(x +10)k,] € cod(x+14)k, |+ C, cod(x +14)k, ]|
G, cod|(x +3)k |+ Cycod(x + 3k, | € cod(x+ 7Yk |+ Cy cod(x+ Tk, | Ccod(x +11)k; |+ C, cof(x +11)k,] € cod[(x +15)k, |+ C, cos(x +15)k, |

8cos[x1.7]+5cos[x2.3] 8cos[(x +4)1.7]+ 5cos[(x +4)2.3]  8cos[(x +8)1.7]+ Scos[(x +8)2.3]  8cos[(x +12)1.7]+ 5cos(x +12)2.3
8cos[(x+1)1.7]+ 5cos[(x +1)2.3]  8cos[(x +5)1.7]+ 5cos[(x +5)2.3]  8cos[(x+9)1.7]+ 5cos[(x +9)2.3]  8cos|(x +13)1.7]+ 5cos|(x +13)2.3]
8cos|(x +2)1.7]+ 5cos[(x +2)2.3] 8cos[(x +6)1.7]+ Scos[(x +6)2.3] 8cos|(x +10)1.7]+ 5cos[(x +10)2.3] 8cos|(x +14)1.7]+ 5cos|(x +14)2.3]
8cos[(x +3)1.7]+ 5cos[(x +3)2.3]  8cos[(x + 7)1.7]+ 5cos[(x + 7)2.3] 8cos|(x +11)1.7]+ 5cos[(x +11)2.3] 8cos|(x +15)1.7]+ 5cos|(x +15)2.3]



2.4) Se define una matriz asincréonica producto de 2" x2":

r 2" x2"
g(/q sk ,C) (X)
g(kl ki ,C) (x + 1)
M2 x2 (g,x,*) = C g(k] ok C) (.x + 2) =

()|

(kY ek ,C)

r 2" x2"

ﬁ cos(xk;)
ﬁ oS [(x + 1)k, ]
f[ cos[(x + 2)k, |

ﬁcos[(x+2nj+i—2n—1)ki]

i=1

En ambos casos las condiciones de existencia son <Co.1>

A los coeficientes C,; que multiplican cada coseno en fa+ (los que preceden a la funcién

coseno) se los llamara coeficientes multiplicadores (c. mult), y a los coeficientes k, que

estan incluidos como argumento de cada funcion coseno, se los llamara coeficientes

generadores (c. gen). El vector n-dimensional cuyos términos son los C, se denomina

vector multiplicador V, , el vector equidimensional cuyos términos son k,se denomina

vector generador vg .




y =co0s(2.3x)

AR

y=cos(1.7x)+ cos( 2.3x)+ cos(3.2x)
v, = (LLI1)
v, =(1.7,2.3,3.2)

Figura 1:
Graficas de fa+ de

ordenes 1y 3
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3) Funciones Senoidales Asincronicas

3.1) Planteamiento del problema

Como puede apreciarse, en general fa+, ga* son ne periodicas, y su ‘irregularidad’ es
linealmente dependiente de su orden.

(Presuponemos que se cumplen <Co.1>, es decir, las frecuencias k no son armonicas entre
si)

Ambas funciones son continuas en todo su dominio de definicion (los reales) y acotadas
superior e inferiormente.

Interesa considerar el siguiente problema:

S

Sea una secuencia numérica ~ n,x originaria en X, acotada superior e inferiormente,

expresion discreta de una sumatoria de ondas senoidales, es decir, equiparable a una
forma de fa+ de orden n (figura 2).

La cardinalidad de la secuencia es por lo menos el cuadrado del doble del orden de fa+:

#(5, . }=@ny’

Por tanto, se tienen términos suficientes como para conformar la matriz:

M2n><2n(f,x,+)

Definida en 2.3.

Se trata de hallar a partir de tal muestreo, condiciones de los generadores y de ser

V

posible, la composicion de los vectores Vo y Vg, es decir descomponer en frecuencias

y multiplicadores asociados a las mismas esta secuencia.

11



Se abordara de aqui en mds este problema. Se establecerdan propiedades que

sucesivamente iran acotando el mismo.

La primera formulacion corresponde a cierta propiedad de invariancia del volumen de

una n-caja en el espacio n- dimensional, cuyos vectores son las columnas de una matriz

asincronica suma de orden n.

En ese caso es posible acotar el producto de los cosenos de los coeficientes generadores

(expresados como i en los términos), independientemente de los valores del paso x, y

de los coeficientes multiplicadores C, asociados a cada coseno.

Se formula el siguiente teorema:

12



y=2cos(1.7x)+3cos(2.2x)+ 2.5cos( 2.9x)
v, =(1.7,2.2,2.9)
v, =(2,3,2.5)

il
\/

Figura 2:
Puntos discretos equidistantes

de fa+ orden 3

13



3.2) Teorema 1

Determinante de 1a Matriz de una Secuencia Asincronica Suma

‘ M2nx2n(f’x,+)

El determinante de la matriz asociada a una secuencia de la funcion

asincrona fa+ de orden n (n natural), para una secuencia de cardinalidad

(271)2 es dependiente de los coeficientes multiplicadores y de sus

coeficientes generadores, y solamente de estos.

Su forma general es:

f(klchc)(x)
Soicocy @+ L

‘Mm(ﬂx’ﬂ :ﬂlq,-.kn,q,--g)(x+2) s

. f(kl,..zgq,q,..g)(x+2”j+i_2”_1)

14



—(-1)"a, {H (C,)? sin(k, ) sin(2nk, )} 1 {H [cos(k,)—cos(k )| [cos(2nk,) — cos2nk )| }

i=l | j=i+l
a, =1

_ n—1
a,=16""a ,

<1>

Demostracion:

T1.1)

- Se demuestra para n = 1 y para una secuencia que evoluciona discretamente en los

naturales

f(kl,cl)(x) f(kl,cl)(x +2)
f(kl,cl)(x +1) f(kl,cl)(x +3)

‘M 2><2(f’x’+)‘ _

C, cos( xk,) C, cos [(x+2)k1]
C,cos [(x+1Dk,] C,cos[(x+3)k,]

Cl2 {cos(xkl) cos[(x +3)k, ] — cos[(x + Dk, ] cos[(x +2)k, ]} =

% Clz[cos(—3kl) + cos[(2x +3)k, ] —cos(k;) — cos[(2x +3)k, ]] =

% C*[cos(3k) —cos(k,)]| = —C.* sin(2k, ) sin(k,) =

(-1)"a, {ﬁ (C,)* sin(k,) sin(2nk, )}ﬁ { ﬁ [cos(kl.) —cos(k, )]2 [cos(2nkl.) —cos(2nk; )]2}

i=1 | j=i+l

Vxe R;

Condiciones remitidas a <Co.1>

15




T1.2)

- Extension de T1.1 a cualquier paso p en los reales

Joner ¥ Sy (X +2p))
f(kl,cl)(x + p) f(kl,cl)(x +3p)

C, cos( xk,) C, cos [(x + 2p)k1]
C, cos [(x + p)kl] C, cos [(x + 3p)k1]

G {cos(rk )cod (x +3p)k |- cod(x + p)k; Jeod(x + 2 p)k; |} =

%Clz[cos(—fi Pk)+cos(2x +3p)k, |- cos(pk,) —cod(2x + 3 p)k, ]| =

G leosBpk) —cos(ph)] = -G sinpk)sin(pk) =

i=1 | j=i+l

(~1)" anf[(q)2 sin(p/g)sin(znpk,)ﬁ{ ﬁ[cos(pki) —cos(pk, ) P|cos@npk) - cos(2npkj)]z}
{1} {Dim_1 - F2}

El paso p aparece asociado al generador k.

En la figura 3 se verifica que una secuencia senoidal S evaluada en una discretizacion de
paso p es equivalente a su evaluacién de 1 en 1 multiplicando el coeficiente generador k
por el paso, con un desplazamiento del origen.

Lo que equivale a transformar el generador k de la secuencia S proporcionalmente al valor

de p.

16



P>

P>

P>

P>

Figura 3:
Impacto del paso p en la

expansion en x de la onda de fa

(orden 1)
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Como queda expresado en la identidad trigonométrica, el determinante aniquila al
desplazamiento del origen x que tal transformacion conlleva y la proposicion es valida

para todo p en los reales.

T1.3)

P(1) es Verdadero, se procede por induccion

Sea P(n) verdadero por hipétesis inductiva:

‘M 2n><2n(f,x’+)

(-)"a, H (C,)? sin(k, ) sin(2nk, )ﬁ {H [cos(k,) = cos(k )| [cos(2nk,) - cos(2nk , )]2}

i=1 | j=i+l

El término (n+1)-ésimo de esta productoria es:

(=D16"7(C,)? sin(k, ) sin 2k, (n + 1)]]"‘_[1 {cos( k,) = cos(k,)]cos [2&, (n + 1)] - cos [2& , (n + D]}

{H sin [2k, (n + 1)]}11_[1 8 {[cos [2k, (n + 1)] - cos [2k , (n + 1)]]}2

L sin(2nk ) |cos( 2nk ) — cos( 2k ;)|

i=1 j=i+l

Para evaluar P(n + 1) se considera la razon entre el determinante de una matriz de

orden (n+1) sobre el determinante de una matriz de orden n:

n+l

—1)"a, {ﬁ(Cl_)Z sin(k,.)sin[2kl. (n+ 1)]} : H [cos(kl.) - cos(kj)]2 [cos[2k[.(n + 1)] — cos[2kj (n+ 1)]]2}

i=1 Jj=i+l

(-1 an_l{ll[(C,-)z sin(k)) sin(2nki)} 1 T Tlcostk,) —cos(k,) [eos(2nk,) — cos(2nk j)]z}

1 | j=i+l
a =1

_ n—-1
a,=16""a,_,

18



Simplificando:

<—1>an{ﬁ<q>2 sin(k»sin[zk,»(wl)]}ﬁ

i=1

{ﬁ[cos(kl.) — cos(/’cj)]2 [cos[Zki (n+ 1)] — cos[2kj (n+ 1)]]2}

J=i+l

an_l{ﬁ(q)z sin(kl.)sin(2nkl.)}ﬁ{ H [cos(k,) —cos(k, ) Fcos(2nk,) - cos(2nkj)]2}

i=1 i=l | j=i+l

(-1)16"(C, ) sin(kn)ﬁ sin[2k (1 + 1)]ﬁ{ ﬁ[cos[2kl.(n +1)]- cos|2k, (n+ 1)]]2}

i=1 | j=i+l

ﬁ sin(2nki)ﬁ{ ﬁ [cos(ani) —cos(2nk;, )]2 }

i=1 | j=i+l

(-1D16 "' (C ) sin( k,)sin [2k (n + 1)]1""_[1 {lcos( k) = cos( k,)]cos [2k, (n +1)]- cos [2k , (n + ) ]I}

{H sin 2, (n + 1)]} 1 {H {[COS 24, (n D] cos ok o+ DHH

L sin( 2nk,) |cos( 2k, ) — cos( 2nk ;)|

i=1 J=i+l

Condiciones remitidas a <Co.1>

Que corresponde al término (n+1)—ésimo de la productoria. Para todo n en naturales, la
razon entre el determinante de una matriz asincrénica suma de fa+ de orden (n + 1) sobre
el determinante de una matriz asincroénica suma de fa+ de orden n siempre es el Gltimo
término de la productoria que expresa al determinante de la primera.

P(n) implica P(n+1).

Por lo tanto el paso inductivo es valido y la demostracion es completa.

19



Observacion: en el enunciado del Teorema 1 se definia que el determinante de la
secuencia de orden n dependia sélo del vector generador y del vector multiplicador, esto
pareceria despreciar el paso p de la secuencia, en el caso que este no sea igual a 1.

Pero como se analizd en T1.2 tomar otro paso p distinto de 1 es equivalente a transformar

el coeficiente generador del término correspondiente en la fa+, con lo cual un cambio en

V

el paso p aplica una trasformacion en el conjunto generador "¢ y la proposicion

confirma su validez.

20



3.3) Propiedades del conjunto generador

El Teorema 1 confirma que el determinante de una matriz cuyos términos corresponden a

una secuencia de funciones asincrénicas de orden n, siendo el largo de la secuencia de por

4n?

lo menos no depende de la posicion de la secuencia, sino exclusivamente de los

conjuntos generador y multiplicador Ve y m respectivamente.

Se da por sobreentendido que la disposicion de los términos de la matriz corresponden al
orden de los mismos en la secuencia, es decir es un conjunto ordenado; en todo el trabajo
optamos por un ordenamiento en columnas, pero obviamente las proposiciones siguen
siendo validas si se distribuye la secuencia en filas, dada la identidad del determinante
para una matriz y su traspuesta.

Esta invariabilidad del determinante respecto a la posicion de la secuencia permitiria
deducir las componentes de los vectores generadores.

Sin embargo, la expresion de esta funcion es tan compleja, que salvo para dimensiones
pequenas se hace practicamente intratable.

A su vez, es dificil discernir entre los coeficientes ponderados del vector multiplicador y
los coeficientes del conjunto generador.

Pero como se menciond anteriormente, existen operaciones que permite acotar el valor

del vector generador. Su generalizacion se establece a continuacion.

21



3.4) Teorema 2

Determinante de 1a Suma de dos Matrices consecutivas de una
Secuencia Asincronica Suma

M2n><2n + M2n><2n

(f x,+)

(f x+m,+)

El determinante de la Suma de dos Matrices consecutivas, ambas
asociadas a una misma secuencia de la funcion asincrona fa+ de orden n
(n natural) para una secuencia de cardinalidad (2n)’+ m es dependiente
de los coeficientes multiplicadores y de sus coeficientes generadores y del
paso de desplazamiento m que referencia la posicion inicial de la segunda

matriz respecto a la primera; y solamente de estos.

Su expresion es el producto del determinante para la matriz asincronica asociada a los vectores

generadores y multiplicadores de la fa+, tal cual se verificé en la ecuacion < 1 > por la
productoria:

4”1_[cos2 mzk"
=1

meN,,;

El resto de las condiciones corresponden a < Co.1 >

Donde m es el desplazamiento del origen de la fa+ de la segunda matriz respecto a la

primera

22



Su forma general es:

Mrpdn

(fx,1)

iq cos(xk,) + i‘,q cos(x + m)k |

i=1 i=1
ici cos[(x + )k, ]+ ZC cos[(x +m + 1)k |
i=1 i=1

Zn:q cos|(x + 2)k, |+ Zc cos[(x +m+2)k, |

M

iCl. cos[(x + n)k,.]+ iCl. cos[(x +m+ n)k,.]
i=1 i=1

(foemt) |

@) an{ln_[(Cl. Y cos {m—k}sin@)sinan&)}ﬁ{ ln_[[cos@.) —~ cos@cj)]z[cosanl) — cos(anj)]2

2

— 4"

M2n><2n
(fx,+)

i=1 | j=i+l

n
l_Icos2
i=1

mk,

>

}:

<2>

23




Demostracion:

T2.1) — Se demuestra para n = 1:

2%x2 2x2
M2+ M

C cosxk]+ C cos|(x + m)k] C cos|(x + 2)k]+ Ccos(x + m +2)k] B
Ccos|(x+ D)k]|+ Ccos|(x + m+1)k] Ccos[(x+3)k]+ Ccos[(x +m+3)k]

o [(2x+m)k} {mk} [(2x+m+4)k Cos[mk}
C? 2 2
2005[(2x+7;1+2)k} [m } {(2x+m+6)k cos[mk}

[(2x+m)k} [(2x+m+4)k1

(f,x+m,+) =

[(2x+m+2)k} (2x+m+6)k

2C* cos? [mTk {cos[_—sk} + cos{ (d4x+ 2;1 b 6)k} — cos[_TZk} — cos[ (4x+ 2;" +O)k }} =

]
= 4C” cos { 2k }sm( k)sin( 2k)

| 2|:mki :l
COS
i< 2

_ 1l 2x2
=4\

Que es la expresion de orden 1 de la ecuacién < 2 > por la productoriade 1 a 1 de

4" cos{mk’}
2

24



P (1) es verdadero. Se procede por induccion.

Sea P(n) verdadero por hipoétesis inductiva:

(fox+m+) | —

‘ M2n><2n + M2n><2n

(fx,+)

_ (4”)anH(C) cos [ }sm(k )sin(2nk, )H{H[cos(k) cos(k, )Hcos(2nk) cos(2nk. )]2}
Se expresa P(n + 1):

‘ M2(n+l)><2(n+l) n M2(n+1)><2(n+1)

(f . x+m,+) -

(f>x,+)

n+l

=(4"")a, H(C) cos { }sm(k )sin(2nk, )ﬁ{ i [cos(k) cos(k, )] [cos(2nk) cos(2nk; )] }

j=i+l

n+l

mk. y
_ ( 4+ )H c os{ : i }‘ A 20 Dx20m4) _
i=1

RE k
_ 4(4n)COSZ {%}HCOSZ |:%i|‘M2(n+l)x2(n+l) G <A>
i=1

El Teorema 1 justifica el determinante de una matriz asincronica suma de orden (n + 1), y

la Expresion < A > es el producto de este determinante por la productoria

(4 ﬁcos { } ({13} {Dim_2 — S4}
P(n) implica P(n+1).

Por lo tanto el paso inductivo es valido y la demostracidon es completa.
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3.5) Teorema 3

Determinante de la Diferencia de dos Matrices consecutivas de una
misma Secuencia Asincronica Suma

M2n><2n . M2n><2n

(f x,+)

(f x+m,+)

El determinante de la Resta de dos Matrices consecutivas, ambas asociadas a
una misma secuencia de la funcion asincrona fa+ de orden n (n natural) para
una secuencia de cardinalidad (2n)’+ m es dependiente de los coeficientes
multiplicadores y de sus coeficientes generadores y del paso de
desplazamiento m que referencia la posicion inicial de la segunda matriz

respecto a la primera; y solamente de estos.

Su expresion es el producto del determinante para la matriz asincronica suma asociada a

los vectores generadores y multiplicadores de la fa+, por la productoria:

4"H sin’ mzki
i=1

meNR,_,;

El resto de las condiciones corresponden a <Co.1>

Donde m es el desplazamiento del origen de la fa+ de la segunda matriz respecto a la

primera
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Su forma general es:

M2n><2n . M2nx2n

(fx4)|

(f x+m,+)

i C, cos(xk,) + i C. cos(x + m)k |

i=1 i=1
ici cos[(x + 1)k, ]+ Z C.cos[(x +m + 1)k |
i=1 i=1

iq cos[(x + 2)k. |+ Z C.cos[(x +m +2)k |

i=1 i=1

Zn‘,ci cos[(x + n)k, |+ iq cos[(x + m+ n)k |

n

H [cos(ki) —cos(k; )]2 [cos(ani) — cos(2nk )]z} =

Jj=i+l

v .| mk,
HSln[z}

(-1)"(4")a, ﬁ (C,)* sin? [mTk,} sin(k, ) sin(2nk,) 1 {

i=1

— 4"

M2n><2n
(fx,+)

<3>
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Demostracion:

T3.1) — Se demuestra paran = 1:

2

cos[(n + p)k]— cos[nk] cos[(n +p+ 2)k]— cos[(n +2)k
cos[(n+ p+1)k]—cos[(n+1)k] cos[(n+ p+3)k]—cos[(n+3)k]

-2 sin[M} sin{p—k} -2 sin{ (2n+p+ 4)k} sin[p—k}
— 2sin[ (n+p+ 2)k}sin{p—k} — 2sin[ @n+p+ 6)k}sin[—k}
2 2 2 2

sin[ (2n —;p)k} sin[ (2n+ 129 + 4)k}
Sin{(zn + ;29 + 2)k} Sm[(zn + ;27 + 6)k}

C24sin2[p—k} =
2

2C?sin’ p_k

2

]
[\]
|
—
1
|

S Be

=~
|

cod “OK T o (4n+2p+6)k}_COS{—_jk}COS[mmz;+6)k}}:

cos| — —cos_—zk =—4C?sin? Pk sin_—gk sin_—4k =
2 ] | 2 2 4 4

Correspondiente a la expresion de orden 1 de:

2C%sin?| £

1
S

N
|
—
1

|

(@)

N
|

@) (=1)'a, ]i[(q )2 sin’ [%} sink )sin@nk )ﬁ{ﬁ[cos(ki) —cos(k,)[ [cos@nk,) —cos@nk, )]2}

i=l | j=i+l
n
:4n M2n><2n ‘HSll’lz[mkl}
(fx,+)
i=1 2

f{1t} {Dim 2 — 74}

El resto de la demostracion es analoga a T2.
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3.6) Corolarios de los Teoremas 2y 3

C.2.1)

El cociente del determinante de la diferencia de dos Matrices consecutivas,
ambas asociadas a una misma secuencia de la funcidon asincrona fa+ de
orden n (n natural) para una secuencia de cardinalidad (2#)°+ m, sobre el
determinante de la primera matriz es igual a 4*n por la productoria de 1 a n
del cuadrado del seno del medio producto de los coeficientes generadores k
por el desplazamiento m. (m entero)

Su expresion es:

2nx2n 2nx2n
‘M Gamn —M (
‘M2n><2}’l

=4" l_Isin2 mTkl
i=l1

Jox,+)

(fx,+)

<4 >

{{1}} {Dim_2 — S4}

? Existe cierta periodicidad en las funciones seno y coseno, ya que cos(k) = cos(k +2s7);s € Z,
periodicidad cuyo impacto en las funciones asincronicas se examina mas adelante.
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C.2.2)

El cociente del determinante de la suma de dos Matrices consecutivas, ambas
asociadas a una misma secuencia de la funcion asincrona fa+ de orden n (n
natural) para una secuencia de cardinalidad (27)*+ m, sobre el determinante
de la primera matriz es igual a la 4*n por productoria de 1 a n del cuadrado
del coseno del medio producto de los coeficientes generadores k por el
desplazamiento m

Su expresion es:

2nx2n
(f ., x+m,+) + M

‘M2nx2n

=4" H cos’ %
i=1

(f.x,+)

‘jv[ZnXZn

(f.x,+)

<5>

({1} {Dim_2 - 74}

30




C.2.3)

El cociente del determinante de la resta de dos matrices consecutivas, ambas
asociadas a una misma secuencia de la funcidon asincrona fa+ de orden n (n
natural) para una secuencia de cardinalidad (27)°+ m, sobre el determinante
de la de la suma de las mismas matrices es igual a la productoria de 1 a n del
cuadrado de la tangente del medio producto de los coeficientes generadores k
por el desplazamiento m

Su expresion es:

. MZnXZn

2nx2n
‘M (f x+m,+) (fx,+) L t 2 mkl
ZI I an
2nx2n 2nx2n
‘M (f‘,x+m’+) + M (f.’x’+) i:1 2
<6>

Los Corolarios 1 a 3 permiten, por medio de las operaciones mencionadas, extraer la
productoria de los senos, cosenos y tangentes del cuadrado del medio producto del
coeficiente de desplazamiento m por el valor del termino generador k. En esta operacion
se filtra los componentes del vector multiplicador asociado a cada término de fa+, como

asi también la posicion x de origen de la secuencia”.

* De igual modo para origenes x distintos para las subsecuencias.
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3.7) Extension a funcion asincronica producto (fa*)

Existe la posibilidad de expresion de una secuencia de funcidn asincronica producto como
si fuera una fa+.*

La base de esta expresion se basa en la identidad trigonométrica:
1
cos(k,)cos(k,) = > {cos(k, —k,)+cos(k, +k,)}

Por ejemplo, para un producto de tres cosenos distintos:
cos(k, ) cos(k,)cos(k,) =

% {cos(k1 —k,) +cos(k, + kz)}cos(k3)
ooty ~ ) costh,)-+ cos(l, + K, )oos(l,)}

i{cos(kl —k, —k,)+cos(k, —k, + k,)cos(k, + k, — k,) +cos(k, + k, + k;)}

y en general:

1 21 n

ﬁ cos(k,) = Y= Z cos| k, + Z (-Dk,
i=1 i=1 Jj=2

<>

A partir de esta relacion se establece el siguiente:

* Notemos no obstante que el orden de una y otra varia

32



Lemal

- Relacion de una expresion de fa+ con fa*

. . - -
Sea una fa* de orden n, la secuencia generada por la misma, de cardinalidad 2 ,

entonces el determinante de la matriz asincronica producto asociada a esta
secuencia, cumple las proposiciones de los teoremas 1 a 3, a condicion de trasformar
los coeficientes generadores de acuerdo a la ecuacion <7>, y de que ninguno de ellos

sea expresable como cualquier otro coeficiente generador mas el doble de un entero por

Pi.
Simbdlicamente:
_ " —2"x2"
H cos(xk;)
i=1
n cos[(x + l)kl.]
22" |2 = .
‘M | = | “_cos[(x+2)kl.] -
i=1
ﬁ cos[(x + 2")kl.]
L = i

(-1 anC(2"){ﬁ sin(x,)sin(2" )Fl 1 { i_[ [cos( K,)—cos(k )]2 [cos(2” K)—cos(2"k, )]2}

i=1 | j=i+l

<8>
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Donde:

x € R ;
k,C,m e R _,;
k.., # k, + 2sx;

2"

k=S ki o+ S (-1)k,

i=1 i=1

K # K, + 2s7m;

i+1
s € 7/
n € N

Se deduce inmediatamente de <7 >y del Teorema 1.
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3.8) Estudio especial de fa+ de orden 1,2 v 3

A esta altura del presente trabajo debieran quedar claras las diferencias con ramas de las
matematicas que a primera vista pudieran parecer concurrentes con el mismo. Por
ejemplo, el andlisis armoénico, las transformadas (discreta y rapida) de Fourier, las
ondiculas o wavelets.

Si tuviéramos que sintetizar la diferencia de concepto, diriamos que las técnicas
mencionadas son una transformacion (sea de un intervalo continuo o de un muestreo), y
de esta transformacion se obtienen las frecuencias implicitas, siendo ellas multiplos.

Las funciones senoidales asincronicas no son transformaciones (‘que llevan del dominio
del tiempo al de la frecuencia’, como se describe usualmente en ingenieria), sino que son
la combinacion lineal de ondas senoidales cuyas frecuencias no son multiplos entre si (de
aqui la ‘asincronia’).

No implican una aproximacion en frecuencias, sino que directamente son la expresion de
una suma de frecuencias asociadas a sendos coeficientes de ponderacion.

Es nuestra ‘profesion de fe’.

En lineas generales no hay un método para aislar los coeficientes generadores definitivo,
que no implique una iteracion de ‘fuerza bruta’ en su hallazgo.

Asi tampoco criterios para determinar los coeficientes multiplicadores, o el origen x de
cada subsecuencia.

No obstante, a continuacion se desarrollan criterios limitados para secuencias de fa+ de

ordenes 1,2y 3.

> Sin embargo, no hay en general, un criterio para establecer si una secuencia es o no expresién de una
funcion senoidal asincronica, mas alla de fa de orden 1 (ver pagina 30), al momento de presentacion de este

trabajo

35



Propiedades de fa de orden 1

Consideremos una secuencia numérica <a, b, ¢, d, >, formemos la matriz:

a C

b d

Tomamos en orden secuencial los valores siguientes y formamos:

b d
c e

Si esto es una fa+ de orden 1, el determinante de ambas matrices es igual, lo que nos

permite deducir e como una relacion interna de los primeros cuatro términos dados:

_ad—bc+cd
b

e

Por C.1 y C.2 Para una fa+ de orden 1 se debe cumplir:

cos’ K —sin’ K = cos(k) =
2 2

l ‘szz M2

4 ‘szz

2x2
(f x+1,4) -M
‘M 2)(2

M2><2
(f,x+1,+) (f.x,+) (fx,+)

(f>x,+) (f>x,+)

(b+a)e+d)—(c+b)(d+c)—(b—a)e—d)+(c—b)(d—c) _

4(ad —bc)
ae—c’ _a(aa’—bc+ca’)—bc2 _a+c
2(ad —bc) 2b(ad —bc) 2b
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a+c

cos(k) =

<9>

{13} {Dim_1 - BT}

Por la relacion de Tchebichev:

2 cos [(x + l)k]cos( k) — cos(xk) = cos [(x + 2)k]

2d are —c=e
2b

a-—+c e+c a-—+c¢
d —CcC=e =
{ b } d { b }

c[a+c}—b:d<:> d+b:{a+c}
b C b

C|:a+cj|—b=d
b

<10>

({13} {Dim_1 - E3}

Existe una relacion lineal entre los términos de la secuencia de fa de orden 1. Esta

relacion se cumple para distintos pasos.
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Por ejemplo, si tomamos una matriz de 4x4 formada asi:

cos( xk,) cos[(x + 4)k, ] cos[(x +8)k,] cos[(x+12)k,]]
o| €0 [(x + Dk, ] cos[(x+5)k] cos[(x+ 9k, ] cos[(x+13)k]
cos[(x + 2)k,| cos[(x + 6)k,] cos[(x +10)k,] cos[(x +14)k,]
cos[(x +3)k, ] cos[(x+7)k,] cos[(x+1Dk] cos[(x+15)k,]|

Que seria 'la mitad’ de una fa+ de orden 2, veremos que en cada fila, columna o diagonal
se cumple que el cuarto término de la fila, columna o diagonal es el producto del tercero
por la suma del lero mas el tercero, sobre el segundo, todo esto menos una vez el segundo
término:°

Por ejemplo:

cos(xk, )+ cos[(x +8)k, ])

cos[(x + 4)k | —cos|(x +4)k, |

cos[(x +12)k, ] = cos[(x +8)k, ] (

(cos(xk, ) + cos[(x + 10)k, ])
cos|(x +5)k, |

cos|(x +15)k, | = cos[(x +10)k, ] —cos|(x +5)k, |

+c

a
% Sigue la forma c{ } — b = d para cualquier fila, columna o diagonal. En general cualquier

secuencia simple se genera a partir de sus dos primeros términos. Esta relacion se cumple para pasos
discrecionales, en cualquier secuencia de orden 1

38



Obtencion de cos(k) para fa+ de orden 1 a partir de dos valores

consecutivos de la secuencia

Por lo anterior, el espacio matricial que satisface la relacion <10 > cumple:

a ¢ a 2bcos(k)—a
}_ b= { } =—sen(k)sen(2k) &

b a—+c
47 b 2cos(k)[2bcos(k)—a]-b

4abcos’ (k) —2a> cos(k) —ab —2b* cos(k) + ab = %[cos(?»k) —cos(k)] <

4abcos®(k)—2cos(k)| a* +b* —% :%cos(?ak) S

8abcos’ (k) —4cos(k) a® +b° —% =4cos’(k)—3cos(k) &

2abcos® (k) —cos(k)[at2 +b° —1]= cos’ (k) &
cos(k)|cos? (k) - 2abeos(k) +[a> +b* — 1] =0 =
cos? (k) —2abcos(k) +|a> +b> —1]=0 <
2ab++J4a’h* —4(a® +b* —1)
2
cos(k) = ab£+a’h? +1-a® —b* = ab+/(a* - 1)(b* —1)

cos(k) =

Y por tanto:

cos(k) = ab £ +/(a® —=1)(b* —1)

<11 >

({13} {Dim_1 — E35}
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cos(xk)

La representacion paramétrica del vector
cos|(x+1)k]

} corresponde a un elipse rotado’,

como se muestra en la figura 4

plot([cos(2.4 * t), cos(2.4 * (t+l1l)), t=0..Pi]);

Figura 4:
Ejemplo de representacion

paramétrica de fa (orden 1)

7 La matriz que evoluciona un vector de esta forma al siguiente es

é -1 2 cos(k) U
A:=é u
€ 2cos(h)  4cos(h)- 1§

Hay un estudio particular sobre la misma, que excede a este trabajo.

40



Puede generalizarse la ecuacion <11> de esta forma:

cos(k)==s_s

X x+

=D, =)

<12 >

Donde s, es el término x de la secuencia. Esto completa el criterio para determinar si una

secuencia se inscribe en fa+ de orden 1.

Como era de esperar, no cualquier secuencia acotada superior e inferiormente puede

expresarse como una secuencia correspondiente a una fa+ de orden 1.%

¥ Existe una rotacion que lleva ‘casi’ cualquier secuencia a cumplir la condiciéon <10>, pero a costa de
desplazar y escalar la secuencia. El angulo de rotacion se define por:

arcsin

- d b+d
(a® +c?)cos| arctg{—c} - arctg[a A C} +(b* +d?)cos| arctg[f} - arctg{L}
a c—a b d-b

(@ +c?)> +(b*> +d*)?
+2(a’ +c? )b +d?)

c a+c d b+d
cos| arctg +arctg cos| arctg| — |+ arctgl —— | |+
el ool e 5]

a+c || . d b+d
sin| arctg| +arctg sin| arctg| — |+ arctg|
e R R P P

(ver demostracion en rotacién.doc)

tarctg

a+c ) b + d
—d(a® +c¢*)cos| aictg +arctg)| —— || £ (b +d *)cos arctg + arctg
a c—a

i

gl
]
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Propiedades de fa+ de orden 2

Los corolarios C1, C.2, Establecen que:

_
2nx2n 2nx2n
M (f bm,+) +M (f 5, 4) - 2 mkl.
T = 16| | COS
‘M (f.x,+) i=1 2
<
2nx2n 2nx2n
‘M (f rem.+) -M (f ¥.5) . mki
T = 16| I sin
M (fx,+) i=1 2
|\

{13} {Dim_2 — S4}

Especializando para orden 2 (n = 2), se justifican las siguientes operaciones:

2nx2n 2nx2n 2nx2n 2nx2n
‘M (f ,x+m,+) + M ‘M (f x+m,+) - M

2nx2 2nx2

1o|p e 16| >

[mkl} [mkz} . _mkl} . [mkz}

cos cos + sin sin =

2 2 L 2 2
1{{@}M}};{[mkq[mm}}
2 2 i 2 2 2 2

cos [—m(kz —k )} =

(fx,+) (fx,+)

(fx,+)

2
2nx2n 2nx2n 2nx2n 2nx2n
‘M (f x+m,+) +M (fx.4) ‘M (foxm,+) M (fx.4)
m(k, —k,) = 2 arccos
M 2nx2n M 2nx2n
(f.x,+) (f.x,+)
Anélogamente:
2nx2n 2nx2n 2nx2n 2nx2n
e+ ) — 2arcco G 7 G |17 S N ¥
2 IV M2n><2n M2n><2n
(x,+) (x,+)

con lo cual se definen los valores de los coeficientes k sub 1 y 2:
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2nx2n 2nx2n 2nx2n 2nx2n
m(k ) . arCCO ‘M (x+m,+) +M (x,+) ‘M (x+m,+) _M (x,+)
I 2nx2n 2nx2n
M M
(x,+) (x,+)
2nx2n 2nx2n 2nx2n 2nx2n
ar ‘M (x+m,+) +M (x,4) ‘M (x+m,+) -M (x,4) &
cCo M2n><2n M2n><2n
(x,+) (x,+)
<13 >
{{1}} {Dim_2 - T58}
2nx2n 2nx2n 2nx2n 2nx2n
(k ) ‘M (x+m,+) +M (x,+) ‘M (x+m,+) _M (x,+)
m =arcco —
2 2nx2n 2nx2n
M M
(x,+) (x,+)
2nx2n 2nx2n 2nx2n 2nx2n
MM ) ML =M
arcco >
M2n><2n M2n><2n
(x,+) (x,+)
J
<14 >

{13} {Dim_2 — T59}

Queda aislar el valor del desplazamiento m. Sabemos que es un entero.
En un sentido, su determinacion es automatica, dado que el término siguiente de la
secuencia se puede obtener de forma andloga a como se hizo en una fa+ de orden 1, es

decir por extrapolacion. Esta operacion es valida para todos los ordenes.
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Por ejemplo (siempre para fa+ de orden 2), el término 17 de la secuencia de cardinalidad

16 se expresa:

f(x+15 =

{

Det—|f,(x+6)* £, (x+15)- £, (x +7)* £, (x +10)[*[ £, () * £, (x +13) - £, (x+ ) * £, (x +12)]

(LG * LD - L4 3)* L+ )F[(L e+ * £ (e +13) - £, (e +9)* £ (x+12)]

HUAG+D* LD L3 * [+ () * £ +13)- £ (x+5)* £ (x +12)]

+ (51D £+ ID[( ) * fo(0+5) - (e + D) * £ (x 4+ D)

+(f,(x+3) L+ 1D[(fs e+ D) * [, (x+9) - fo(x+5)* f(x+8))]

—(f G+ L EHD[f00* o (x+9)- £ (x+1)* £, (x+8))]
LGH10L(0 f,(x+5) = f,(x+D f,(x+4)]+

FA LG+ +4) £ (x+9) = fo(x +5) 5 (x+8)] -
LE+OLL@) f(x+9) = f(x+D) f(x+8)]

Por tanto, podemos extrapolar el término siguiente de la secuencia de 16 términos, formar la
matriz desplazada y operar.

Dado que para este caso m = 1, obtenemos los términos del vector generador.

Observacion: por el algoritmo descrito puede no obtenerse las frecuencias fundamentales
originales. Si una frecuencia es mayor que Pi se halla su primer armonico.

En la figura 5 se muestra dos funciones en la cual los generadores de la segunda se obtuvieron
algoritmicamente. Como se ve, los valores son coincidentes para los enteros de x.

A pesar de esta distorsion la secuencia numérica original se puede reconstruir perfectamente

como se muestra a continuacion.
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N cos(2.3x) + cos(4.1x)
—  €05(2.183185307x) + cos(3.983185307x)

Figura 5:
Funciones asincronicas de orden 2 en las cuales

los generadores de la segunda se obtuvieron por
la aplicacion del algoritmo descrito en Pag. 46.
Obsérvese que las funciones convergen en todos
los valores enteros.
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Algoritmo general de obtencion de los generadores para

una fa+ de Orden 2

Sintetizando, se puede describir un algoritmo del cual ‘emergen’ los términos del vector
generador.

Por extrapolacion se logra el termino 17 para la secuencia (si es que la misma tiene al
menos cardinalidad 16), se obtiene el determinante de la suma y de la resta de la matriz
subsiguiente respecto a la anterior y estos valores se dividen por el determinante de la
matriz original.

Obtenemos de aqui las productorias de los cosenos y senos, y por las operaciones
descriptas en <13> y <14>, finalmente, los coeficientes k del vector generador.

Se explicita el esquema graficamente en la Figura 6 (Pag. 47).

({13} {Dim_2 — T59}
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Con este valor se
extrapola

4x4
Det(M[n;nHS) ]

|Sl S, 85 84 S5 S 8 S5 S S0 Si1 Sz Sz Sia S5 Sie |117 Y18 Sio

JERY

4x4 4x4
Det(M[nH 16 T n n+1‘

|

16sin? ﬁ n’ ﬁ 16cos? ﬁ k—2
2 2 2

o~

COS g
2 k,
cos ks ; k, k,

Figura 6:

Esquema general para obtener los valores
sencillos de los generadores en fa+ de orden 2
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Reconstruccion de la secuencia para una fa+ de Orden 2

Queda por delante la obtencion de los origenes x y los coeficientes multiplicadores
asociados a cada subsecuencia.
Una vez obtenido el vector generador, se puede establecer el valor del producto de los

términos generadores pues:

(—1)? aﬂf[ (C.)? sin(k, )sin(4k, )ﬁ{ﬁ [cos(k,) —cos(k ) [ [cos(4k,) — cos(4k j)]z}

i=1 | j=i+l

-1)2a, f[ sin(k, )sin(4k, )ﬁ {f[ [cos(k,) = cos(k ) P [cos(4k,) - cos(4k, )]2}

j Jj=i+l

i=

2

[ 1)

i=1

<P>

Considerando una secuencia con vector multiplicador unitario (todos los términos 1); por
otro lado, podemos obtener los primeros términos de la secuencia ‘pura’ (con los

coeficientes multiplicadores asociados unitarios) de esta forma:

Ccos [xk1 ]cos [xk 5 ] =

[2xkl} [2xk2}
CcoS CcoS =
2 2
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M, —M|+|M, +M,|
_ ~1
8|

<15>

{13} {Dim_2 - U91}

donde M, es la matriz (vinculada a la fa+ de orden 2 estudiada) cuyo origen x es 0.

De lo anterior surgegz

M, - M,|+|M, +MO\_ _ 3
8|

S, +4/S.2—4p
2

cos( xk,)

S F4S°-4
cos( xk,)=— \/; P

<16 >

{13} {Dim_2 - U92}

Y por medio de la relacién de Tchebichev se reconstruye la secuencia pura, es decir con

. .. . . . 1
coeficientes multiplicadores asociados unitarios.'

o , ., . 2nx2 . ,

? Simplificamos de aqui en mas la notacion de las matrices: M = M~ (s ..+), considerando sélo esta
estructura de matriz, se considera inequivoca la formulacion

' Se pueden obtener recursivamente los primeros 4 sub - términos y operar por Tchebichev..
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(Como despejar los multiplicadores?

Pues bien, si a partir de lo hallado restamos la matriz ‘pura’ (aquella en la que el vector

multiplicador es unitario) a la original dada, tendremos:

2nx2n 2nx2n
M™" " ey =M 0| =

y {C, cos(xk,) — cos(xk,)}

i=1

Zn: {C. cos(x + Dk, |- cos|(x + D)k, ]}

i=
n

z {c, cos|(x + 2)k, |- cos|(x + 2)k, ]}

i=1

—_

n

i=1

y (C,- —l)cos(xkl.)

i=l1

(C -1

1

)eos|(x + Dk, |

(c, -1

1

)eos[(x + 2)k, |

n

i=1

Aplicamos recursivamente el esquema descrito

obtenemos:

Fee
i=1

y haciendo:

2nx2n

{Ci cos[(x +4n)k, ]— cos[(x +4n*)k, ]}J

2nx2n

(C, = 1)cos|(x + 4n> )k, |

por la propiedad < P > y ahora

)2

No dejamos de recalcar que las ecuaciones <13>, <14>, <15>, <16> y <17> sdlo son validas para fa+ de

orden 2, al igual que el algoritmo descripto en la figura 6
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e - I

Tenemos dos posibilidades:

a) signos iguales:

CC,—(CC,-C,-C,+)+1=
C +C,

b) signos distintos:

~GG—(-CCEGTG D)=
+C FC,

Formamos el sistema:
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Propiedades de fa+ de orden 3

Especializando <4> y <5> para n = 3 obtenemos:

-

M 6><6(f,x+1,+) - M 6><6(f’x,+) _ 64f[ <in 2 |:£:|
‘M o (fx,+) i=1 2
‘M6x6(f 1 )+M6X6(f ) 3 k
X+, + x,+ . 2 i
‘M — = 641_[ COS [ 5 }
\ (fx.+) i=1
Pero:
3 k
4 =L =
6 1,_:[1 cos { > }
64
e 1+ cos (k, )][1 + cos (k, )][1 + cos (k, )] =

(1+ [cos( k,) + cos( k,) + cos( k) ]+
16 < cos( k,)cos( k;) + cos( k,)cos( k;) + cos( k,)cos( k,) +¢;
| cos( k,)cos( k,)cos( k)

oo k|

641:[1 sin {?} =

S - cos (&, )T - cos (k. ) - cos (k)]
l- [cos( k,)+ cos( k,) + cos( k3)]+

16 4 cos( k,)cos( k) + cos( k,)cos( k,) + cos( k,)cos( k,) -
cos( k,)cos( k,)cos( k;)
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Por lo tanto:

_I_M6><6

(x+1,+) (x,+)

‘M6><6

‘M6><6

(x,+)
3 3

64 l_Icos2 L7 —l_Isim2 Kl 2
i-1 2 i-1 2

16{[cos( k,) + cos( k,) + cos( k) ]+ cos( k,)cos( k,)cos( k,)}

<18 >
{{1}} {Dim_3 — AA3}
Tenemos la sumatoria de los cosenos de las frecuencias (que corresponden a x = 1) y la
productoria de los mismos.
Pero estos se pueden obtener también obteniendo la segunda matriz desplazada, es decir,

iterando 2 veces para obtener el término 38 de la secuencia.

Simbolicamente:

+M6><6

(x+2,+) (x,+)

M 6x6

M 6x6

(x,+)

{
{ CcOS 2k } =
V eos

i=

2 (ky) cos 2 (ky)cos 2 (ksy)f=
cos( k,)cos( k,)cos( k;)

-+

<19 >
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Uniendo todo:'

(x+1,+)

6x6 6x6 6x6 6x6 6x6 6x6
1% M M M ] M e
6x6 6x6 - 6x6
16|M | 16[p ¢ | 16[m .|

e {3 T e ]3] -

* {[cos( k) + cos( k,) + cos( k3)]+ 2cos( k,)cos( k,)cos( k3)}
\Y4

+ [cos( k,) + cos( k,) + cos( k)]

<20>
Con lo cual formamos el sistema:

cos( k,)cos( k,)cos( k;) = A
cos(k,)+cos(k,)+cos(ky;)=B

[B —cos( k,)-cos(k, )]cos( k,)cos(ky)=A <R>
Bcos( k,)cos( k) -cos”(k,)cos( k;)-cos(k,)cos’(k;)=A
cos( k,)cos > (ky) + cos( k, )[cos *(k,) - Beos(k, )]+ A=0

[Bcos( k,)-cos’(k, )]i \/[cos *(k,) - Beos(k, )]2 —4cos(ky)A
2cos( k,) ’

cos(ky) =

21>

Reemplazando <21> en <R> se obtiene uno de los generadores; y luego se utiliza
recursion para hallar los restantes. Un procedimiento analogo al aplicado para fa+ orden 2
(conformacion y substraccion de la matriz ‘pura’, etc) es factible para hibridar los

términos del vector multiplicador (aunque requiere cierta iteracion no algebraica).

" Tgualmente remarcamos que las ecuaciones <18>, <19>, <20>y <21> solo son validas para fa+ de orden
3.
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3.9) Extensiones a matrices

cuyos vectores son equidistantes,

pero no inmediatamente consecutivos

Vamos agotando las posibilidades de aplicacion del algebra trigonométrica para definir
vectores generadores y multiplicadores.
En secuencias de funciones asincronicas de orden mayores a 3 no tenemos por lo general

ninguin método algebraico para aislar los &, y las C,

Antes de encarar ordenes superiores, vamos a ampliar el alcance de los Teoremas 1,2y 3
para funciones sinusoidales desplazadas sobre el eje x, Idem para matrices asincronicas
cuyos vectores no son inmediatamente consecutivos, pero si equidistantes, en la
disposicion de la secuencia.

Las conclusiones de tal ampliacion, son totalmente generales y validas para todos los

ordenes.
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Lema 2

Extension para cantidades sinusoidales

(Qué pasa si a las fa+ descritas se le suma una cantidad constante 4, € R, vinculada a

cada k£, que no varia en la evolucion de la secuencia?

La expresion seria esta:

r 12nx2n
ZCZ. cos(xk, + 4,)

i=1

Zn: C, cos[(x +p)k, + Al.]

i=1

Zn: C, cos[(x +2p)k, + Al.]

i=1

M 2nx2n (fort) =

Zn:Ci cos[(x +2p)k, + Al.]

i=1

Previsiblemente, el determinante no varia (ver figura 7 Pag. 59)
Demostracion:

Paran=1:

C*{cos(xk, + A )cod(x +3)k, + 4 |—cod(x + 1k, + 4, Jcod(x+2)k, |+ 4, } =

%CZ [cos(=3k,) +cod(2x +3)k, +24, ] —cos(k,) —cod(2x +3)k, +24,]| =

%cﬁ [cos@k,) —cos(k, )| =—C,* sin(2k, ) sin(k, ) =

i=1

(-D"a, {ﬁ(q )? sin(k, ) sinQnk, )}ﬁ{ﬁ[cos(ki) —cosk, )]2 [cos(2nki) —cos@2nk; )]2}

El resto de la demostracion es inductiva, andloga a la del Teorema 1.
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Lema 3

Extension para vectores equidistantes m desplazamientos

Sea una secuencia de fa+ de orden n'>. Su cardinalidad es tal que se pueden elegir los

vectores:

ey
~f(x+l,+)

_ﬁx+2n—l,+) |

f‘(x+m,+)

ﬂx+m+1,+)

_]((x+m+2n—1,+) i

.f(x+2m,+)
f‘(x+2m+l,+)

_f‘(x+2m+2n—l,+) i

Entonces la Matriz vinculada a esta estructuracion de la secuencia tiene un determinante
que solo esta determinando por los vectores generador, multiplicador y el paso de

desplazamiento vectorial m

12 , .. . . . , . ,
De aqui n adelante, extendemos las proposiciones a cantidades sinusoidales segun descrito en Pag. 52.
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El determinante de la matriz 2n x 2n asociada a una secuencia de la funcion
asincrona fa+ de orden n (n natural) donde los vectores columna tal cual se describe
en T.1 tienen una distancia entre si de m, las columnas de la matriz estan ordenadas
crecientemente tal cual se describe en T.1, es dependiente de los coeficientes
multiplicadores, de los coeficientes generadores, y del paso de desplazamiento entre

vectores m, y solamente de estos.

Su expresion es:

n—l1

(-1)"a, {f[(c,.)2 sin(ki)sin(zmk[)}H ﬁ[cos(ki)—cos(kj)]z [cos(2mk,) - cos(2mk ) 1

i=1 | j=i+l

<22 >

Obsérvese que el valor de orden n que participaba en la expresion <1> es un caso

particular para vectores consecutivos. La demostracion es la misma que para T.1.

El Lema 3 extiende las proposiciones de los Teoremas 1, 2 y 3 a vectores equidistantes

en la secuencia, pero no inmediatamente consecutivos, y el Lema 2 extiende las mismas a

toda combinacion lineal de sumatorias finitas de expresiones sinusoidales asincronicas.
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sin(Bx+d)
sin(Bx)

Figura 7:
Desplazamiento en una onda simple
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3.10) Un Algoritmo Iterativo para obtener los valores

Simples de los generadores

Hay una propiedad importante que surge de la definicion de la funcion asincrénica: si a la
misma le sumamos una secuencia senoidal simple de la misma frecuencia que una de sus

componentes, entonces el determinante sera un producto del determinante original por

.| Ak, . . . NP ..
g sm{TI} , siendo &, la frecuencia participante de la matriz asincronica original y de la

secuencia simple sumada 6 restada termino a término.
Demostracion:

Tenemos la matriz suma original:

A4»2nx2n(x’+)

_ 12nx2n

> C, cos( xk,)
i=1

Zn: C.cos [(x + 1)k, ]

i=1

i C.cos [(x + 2)k, ]

i=1

Zn: C, cos [(x +4n° — l)ki]
i=1

Si a la misma le restamos una secuencia simple (aunque con otro origen y) de una de las

frecuencias componentes de fa+:
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— —2nx2n

{Z C, cos(xk,)|—cos(yk,)
i=1 N

{Z C, cos|(x + D)k, ]| - cos[(y + Dk, |

{Zn: C, cos[(x +2)k, ]_ —cos|(y +2)k, |

i=1

i=1

Zn:C, cos[(x +4n® - 1)k, ]} - cos[(y +4n* - l)kn]

A modo de ejemplo expandamos el primer término de esta nueva matriz:

{i C, cos(xk,.)} —cos(yk,) =

i=1
C, cos(xk,) + C, cos(xk,) +..+ C, cos(xk,) —cos(yk,) =

C, cos(xk, )+ C, cos(xk, ) +..+ (C, —1)cos(xk, ) + [cos(xk, ) — cos(vk, )| =

C, cos(xk,) + C, cos(xk,) +..+ (C, —1)cos(xk, ) +| sin EACE (xz‘ y)} Sin[kn (x2+ y)ﬂ -

C, cos(xk,) + C, cos(xk,) +..+(C, —1)cos(xk,) + sin_k” (A)} sin{k” (x + y)ﬂ

2 2

Los términos:

(C, =Dcos(xk,) + {sin{ k, ;A)} sin{ k, (x2+ y) ﬂ expresan una cantidad sinusoidal

determinada por la frecuencia &, , lo que es equivalente a modificar el origen x de la

L k x, +A . '
subsecuencia vinculada a " por una " , 'y al coeficiente G por otro C . No

importa, por el momento, la determinacion de estas nuevas variables de desplazamiento y
escalado. Lo importante es que el determinante de esta nueva matriz es constante
nuevamente respecto a la posicion x de la secuencia, y los cocientes descritos en C.2.1 y
C.2.2 daran el mismo resultado que la matriz original

Si hemos generado una extrapolacion de una matriz de 2n x 2n de esta forma:
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r 12nx2n
x+1

x+2

x+3

x+4n? a

Y le restamos o sumamos término a término una secuencia generada por una de las
frecuencias componentes de la matriz original, tanto ésta como aquella tendran el mismo
determinante.

Hemos aislado un generador. Procedamos recursivamente.

Existen 9 submatrices de 2(n-1) x 2(n-1) en una de 2n x 2n, sumando o restando una
secuencia generada por otra frecuencia, los determinantes de estas submatrices
coincidiran.

Completado el proceso de definicion de los generadores, podemos encarar los
multiplicadores.

El procedimiento es similar a lo actuado en fa+ de orden 2 (P4g. 41). Restamos una matriz

‘pura’ a la matriz original y su determinante sera de la forma:

n—

1 ﬁ [cos(ki) — cos(kj)]2 [cos(kai) — cos(2mkj)]2 ;

Jj=i+l

i=

=(-1)"a, {H (C, —1)° sin(ki)sin(kai)}

Podemos aislar:'?

[T, -1’

E iterar, etc.

1 , . . , ;. , . /
? Esto es mas bien de interés tedrico, ya que es mas efectivo para n <30 una biisqueda tabulada
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/* Esto que sigue es un agregado al documento original, estoy investigando las ecuaciones

Para orden 2 del polinomio */

a, +cos( —-2k) a, a a,,
a, + cos( —k) a 5 a o3 Ao || _
ay + cos( 0k) a 3 a s a 34
| ay, + cos( k) a g a g a4
a, + cos( —k) a, a o3 a 54
ay, + cos( 0k) aj a as,
a, + cos( k) a 4 a 43 A 44
| a,, + cos( 2k) a3 a4 a o
Transponiendo:
a, +cos( —-2k) a, a a,
a, + cos( —k) a d 3 d o4 _
a, + cos( O0k) a s, a s as,
| a4 + cos( k) ) a 4 a4 _
a, + cos( —k) ay a 53 d 24
ay + cos( 0k) ay d 33 d 34
a, + cos( k) a 4 a 43 d 44
| a,, + cos( 24k) a3 a4 o

y Gy Gy
[a”+cos(—2k) Az Az Ay~

Ay Ay Ay
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3.11) Ratios Teoricos de Compresion

Llegando hasta aqui, no puede no pensarse en la relacion de una secuencia comprimida (es
decir expresada por sus vectores generadores multiplicadores, de desplazamiento y origen,

necesarios para parametrizar la funcion generadora fa+ respecto a la secuencia original,

hallados V,,y Vg, y suponiendo hallado el origen x, y el vector de desplazamiento

Tenemos 3 vectores de dimension n, necesarios para expresar los generadores, los
multiplicadores y los desplazamientos, y un vector de dimensién 1, para el origen.

Por tanto:

_3n+1

p =21"
" 4n?

<23 >

La modelacion continua de esta relacion se muestra en Figura 8

' _Que agregamos aqui como definicion, con lo que completamos la definicion de fa+ que asume entonces
la forma de una secuencia de cantidades sinusoidales, haberlo hecho antes no aportaba nada
conceptualmente sustancioso. No hay un vector n -dimensional de origen x, pues siempre podemos
remitirnos a un origen comun Yy alterar los valores del vector de desplazamiento, es una idea relativamente
pueril, pero no se demuestra aqui.
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Figura 8:
Modelo continuo de Compresion para

distintos o6rdenes de fa+
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3.12) Otras propiedades

Hasta aqui se ha utilizado el coseno en la composicion de los términos de la secuencia de
fa+.

Nada impide utilizar el seno, o combinar senos y cosenos. Todo se puede convertir a
expresiones de cosenos siempre y cuando la conversion de una funcién a otra no alteren

los generadores a la forma:

k.

i+l

#k, +2s;

Es decir, cuando se preserve la asincronia.
Hay otras propiedades interesantes, algunas derivan de la teoria de matrices, se enumeran

sin demostrar.

P.1)

El determinante de una matriz asincronica en la cual la secuencia se compone
alternativamente de términos en senos y cosenos es invariante respecto a la posicion x de
cada subsecuencia o delta de desplazamiento constante. Como su célculo varia de acuerdo
al ‘teselado’ de las funciones, no hay una demostracion unica.

Simbdlicamente:

12nx2n

Zn:Ci cos(xk;)

i=1
S Csinfx+DE] ..
i=1

M2y = iCicos[(x+2)ki] C
i=1

i C, sin[(x +3)k, |

i=l1

3, cos|(x+ 207 ~ 1)k, ]

i=1
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También tiene un determinante que no depende de su posicidén x, sino de sus vectores

generador, multiplicador, de desplazamiento, etc

P.2)

Una matriz asincronica en la cual a una o varias columnas se combinan linealmente
multiplos de otras (que no es lo mismo que una sea combinacién lineal de otras), preserva
el determinante.

Simbdlicamente (expresando cada columna como vector):

2nx2
M7

]2nx2n
V1V2..Vn

[ Dnx2n
)ﬁ_4‘(1fV§ tb 4‘(12¥§ . .V 4‘(1'V%_1]

n n

a, €R;

a €R;

n
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3.13) Epilogo

“Pauca sed Matura...”

...Dicen que decia el sello personal de Karl Friedrich Gauss (‘Pocas pero Maduras’).
Modestia injustificada a juzgar por su obra prolifica y extraordinaria.

Con el debido respeto y distancia, mi opinion es otra; la ambicion de presentar resultados
incontestables ha inducido en mas de una ocasion la pérdida de valiosa investigacion que
en algunos casos se redescubrié de manera casual.

..Y en otros se ha perdido.

Respecto a la investigacion en la cual se basa este manuscrito, debo decir que no esta
madura, pero tampoco es ‘Pauca’.

Espero que la comunidad matematica pueda ‘cerrar el circulo’ de las proposiciones que
aqui se presentan, para explotar sus potenciales utilidades (pienso aparte de la algoritmia
descrita, en geologia y acustica, modelizacién genética, etc, sin contar la concurrencia o
colaboracion que pueda haber con otros métodos mencionados aqui).

No obstante, como se menciono anteriormente, hay varias lineas de investigacion en curso.
Puede parece paraddjico que en una investigacion cuya base es el algebra lineal y una rara
combinacion de matrices y trigonometria, no se mencione una vez operaciones tipicas,
como la diagonalizacion, los autovalores, etc.

No podiamos obviarlos, pero tampoco se puede presentar al momento nada maduro.
Justamente es parte de una de las lineas de continuacién de este trabajo, sucede que al
igual (o peor aun) que lo que sucede con el calculo simbdlico de determinantes para fa+

de ordenes superiores a 1 (incluso de orden 2) los calculos son tan tediosos, y el software
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matematico presenta de modo tan intratable sus resultados que cierta operacion manual es
inevitable' (al margen de software especial que el autor desarrollé auxiliarmente).

Solo diremos que los autovalores (y por lo tanto sus autovectores asociados) no son, como
era de prever invariantes respecto a la posicion en la secuencia.

Siempre se puede construir una matriz simétrica a partir de una secuencia dada, esto es
otro campo de trabajo que aporta a la reconstruccion de los generadores implicitos.
Finalmente, como una casualidad abrié camino a los resultados (parciales, es verdad, pero
no exentos de sustancia a mi juicio), es posible que estas relaciones aqui descritas,

concurran como otra ‘casualidad’ en otras investigaciones.

Dante E. Wojtiuk

'3 Como comentario, diremos que el calculo de la expresion del determinante de una matriz asincronica de
orden 2 nunca se hubiera podido reducir a la forma presentada en este trabajo utilizando por ejemplo
Mathematica o Maple. Sin una forma ‘inteligible’, dificilmente se hubiera hallado una expresion general
para orden n
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3.14) Informacion

Durante la investigacion en la cual esta monografia se basa, se ha utilizado el siguiente

Software matematico Entornos de desarrollo y programas de utilidad general:

Maple 9.5

Mathematica 5

Microsoft Excel (office 2000)
GNU WinPlot

GNU WinMat

GNU Scilab 3.0 (INRIA)
Visual Basic 6.0

Borland C++5.3

Microsoft Word (office 2000)
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