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EL QUINTO AXIOMA
DE EUCLIDES

Uno de los hitos mas extraordinarios de la Matematica es la gran
aventura intelectual en la que se embarcdé la ciencia durante un periodo
de mas de dos mil afios a fin de resolver y aclarar una sospecha
histérica que afectaba a la misma fundamentacién de la geometria
clasica: la inquietante sospecha de que uno de los cinco axiomas de
Euclides, el quinto, no fuera realmente un axioma independiente, sino,
en todo caso, una consecuencia, una derivacion, de los otros cuatro
axiomas.

Los grandes matematicos posteriores al gran Euclides, en todo este
tiempo renovados por el paso sucesivo de generaciones, intentaron
obtener por derivacion el llamado "axioma de las paralelas”, sin dejar
nunca de afrontar el reto que representaba este enunciado euclidiano,
hasta desembocar, ya en el siglo XIX, a una situacion extraordinaria: el
descubrimiento de la posibilidad de construir geometrias no
euclidianas, que, como luego se comprobd, tendrian aplicabilidad real
en los desarrollos de la Fisica cuantica y relativista del siglo XX.

1. La construccion euclidiana.

2. La crisis de la construccion euclidiana.

3. _Precursores _de _las _construcciones _no
euclidianas.

4. _Fundadores _de _las _construcciones _no
euclidianas.

5. Conclusion.

1. La construccioén euclidiana:

El espacio, considerado desde la Antigledad como la mas directa e intuitiva de las
imagenes sensoriales, fué pronto asociado con el concepto mas elemental de medicion, y
su estudio sistematico consisti6, principalmente, en desarrollar parcelariamente una teoria
del medir, o sea, en la obtencién de relaciones entre las medidas de los objetos fisicos.
Esta es la situacion que fué definida como geometria: medida del espacio.

Las investigaciones de las relaciones entre las diversas medidas de los objetos fisicos, los
resultados y proposiciones paulatinamente conseguidos, tuvieron un caracter inconexo,
parcelario, hasta la aparicion de su primer sistematizador y recopilador: Euclides.
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Se cree que Euclides de Alejandria vivio del 325 al 265 a. de J.C.

La ciudad de Alejandria, en el delta del Nilo, era, desde un punto de vista geografico, el
lugar de reunion adecuado para griegos, arabes y judios. Alli se conservd, en la gran
Biblioteca, lo mas extraordinario de la Filosofia Griega; se perfeccionaron las matematicas
de los antiguos, y el genio intelectual de los griegos entré6 en contacto vivo con el
desarrollo moral e intelectual de los judios.

Fué aqui donde Ptolomeo cred la Biblioteca y fundd la Universidad, entre cuyos primeros
maestros se encontraba Euclides. Aunque de la vida de Euclides se conoce poco, se
considera muy probable que pasara en Atenas sus afios de instruccién, hasta aceptar la
invitacion de Ptolomeo para que ensefiara en Alejandria.

Durante més de treinta afios ensefié Euclides en la Universidad Ptolemaica de Alejandria,
construyendo, entre otros muy notables trabajos, sus famosos Elementos de Geometria.
La doctrina ensefiada por Euclides produjo excelentes discipulos, como Arquimedes y
Apolonio.

La historia ha recogido de Euclides la imagen de un hombre de estudios genial, modesto y
escrupulosamente honrado, siempre dispuesto a reconocer el trabajo intelectual de otros,
amable y paciente.

En los Elementos comenzé Euclides a exponer una descripcion exhaustiva de la
Matematica, tarea colosal, aun en su tiempo. La obra estaba constituida por trece libros
cuyos temas son sobradamente conocidos.

Los libros I, Il, IV y VI tratan sobre lineas, areas y figuras regulares simples. En el libro IlI,
sobre los circulos, sigue los trabajos de Hipdcrates. En el libro V, sobre proporciones,
elabora el trabajo de Eudoxo, justificando, con estos resultados, las propiedades
principales de las figuras semejantes, que expone en el libro VI.

Los libros VII, VIII y IX estan dedicados a la teoria de nameros, desarrollando en estos
volimenes mucho de lo que fué el trabajo de Pitagoras. Se introducen en estos libros los
nameros primos y compuestos, distincion relativamente tardia; también introduce, por
primera vez, el maximo comudn divisor y el minimo comidn mdltiplo, asi como la teoria de las
progresiones geométricas y el teorema a™*" = a™.a", para a, m, n, nimeros enteros.
Contiene ademas un método para sumar una progresion mediante una genial utilizacién de
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las razones iguales. Euclides utiliz6 este método para presentar los nimeros que llamé
perfectos , numeros como 6, 28, 496, que tienen la curiosa propiedad de que se
obtienen como suma de sus factores, repetidos o no.

El libro X de los Elementos sitla a Euclides en la primera linea entre los analistas. Se halla
ampliamente relacionado con la teoria de los numeros irracionales, principalmente de la
forma

Wa b

donde a y b son enteros positivos. Queda elaborado aqui por Euclides, el aspecto
aritmético de la obra de Eudoxo, habiendo establecido ya el aspecto geométrico en los
libros V y VI.

El libro XI trata de la geometrbSia elemental del espacio, y el libro XII, uno de los mas
celebres, desarrolla extraordinariamente el metodo exhaustivo. Hace la demostracion

formal de teorema de Hipdcrates que da e para el area del circulo de radio r.

El libro X111, ultimo de la obra, proporciona y demuestra las construcciones de los cinco
cuerpos geomeétricos regulares de Pitagoras, acabando en el dodecaedro, simbolo de
universo.

La construccion euclidiana de la geometria es la primera gran edificacion axiomatica. Es un
sistema deductivo desarrollado desde cinco axiomas o postulados, sin demostracion, a
partir de las cuales habria de ser posible edificar todo el sistema mediante demostraciones
exhaustivas.

Tales axiomas, expuestos ya en el libro | fueron, usando una nomenclatura actual, los
siguientes:

1) Por dos puntos, A y B, se puede trazar una linea recta r.

Primer axioma: por dos puntos una linea recta

2) Todo segmento, s, puede prolongarse en una recta infinita r.

Segundo axioma: todo segmento es prolongable en una recta.
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3) Para todo punto P y todo segmento s existe un circulo de
centro en P y radio s.

Tercer axioma: Un punto y un segmento definen un circulo.

4) Todos los angulos rectos son iguales (tienen la misma medida).

S0

Cuarto axioma: Todos los rectos son iguales.

5) Si una recta r, al incidir sobre dos segmentos, sl y s2, forma
del mismo lado angulos internos, A1 y A2, que suman menos que
dos rectos, los dos segmentos, sl y s2, prolongados en sendas
rectas rl y r2 al infinito se encontraran en el lado en que esten
los angulos menores que dos rectos.

et Al 4+ A2 < 2 rectos
Z

Quinto axioma: las dos rectas rl y r2 se cortaran
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Cuando Euclides formulé estos enunciados como axiomas o postulados, esto es, como
verdades de inicio de los procesos de razonamiento, no lo hizo en el sentido actual de
formulacion de reglas de juego para el desarrollo de la inferencia l6gica, sino, mas bien, y
siguiendo la concepcion predominante hasta finales del siglo XIX, porque le parecieron
"autoevidentes" o correctos, o, simplemente, "convincentes".

Lo fundamental es que fueran indecidibles, es decir, que ninguno de ellos se pudiera
obtener como conclusiéon desde los restantes. Hoy dia sabemos que un sistema axiomatico
ha de ser también consistente internamente y no contradictorio.
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2. Lacrisis de la construccioén euclidiana:

Los eementos de Euclides fueron costruidos sobre la base de un Sgemade 5 axiomas, Ssemaque
habria de ser con toda seguridad congstente, no contradictorio e indecidible, a causa de su aparente
autoevidencia Pero nunca fue exactamente &gl

El comienzo de lacrigs data de los mismoas tiempos de Euclides, y tuvo su origen en laduda sobre la
evidenciadel quinto de los axiomas, que se dié en llamar "axiomade las padeas'.

En efecto, fueron varias las razones por las que ya los griegos no consideraron autoevidente este
axioma La principd de taes razones es que en @ se formula una afirmacion sobre las regiones
infinitamente remotas de espacio, puesto que se dice que s lasuma de los dos angulos internos, A1
+ A2, fuera precisamente igud dos rectos, entonces ambasrectas, rl1y r2 (figura) no se encontarian
nunca, ni squieraen d infinito. Serian paralelas sempre.

Eudlides define las lineas paraldlas como liness rectas Situadas en un plano que prolongandose
indefinidamente en ambas direcciones no se encuentran. Por consguiente, decir que dos liness rectas
son pardéelas es, Smplemente, decir que no se encontraran ni Squieraen € infinito. Sin embargo, los
antiguos griegos conocian lineas que, aungue no se cortan en ninguna region finita del plano, se
encuentran en d infinito; las lineas asintoticas. Pensaron en la posibilidad de que se juntaran en €
infinito.

Puesto que este quinto axioma no se vea claramente como dgo autoevidente, y sguiendo la
concepcion de la época, y de épocas podteriores hagta findes del 9glo XIX, segin la cud, los
axiomas han se ser evidentes, "convincentes', se pensd entonces que no Sseria realmente un axioma,
sino que tendria que obtenerse como conclusion, como un teorema, a partir de los restantes.

Tratdse, entonces, de probar que @ axioma de las paraléas es una verdad geométricadecidible, es
decir, deducible de los restantes axiomas euclidianos. Seria una verdad demostrable, un teorema, y
puesto que a sstemade Eudlides se le consideraba completo, es decir capaz de dar de s todos los
teoremas de lageometria, seriaposible dar con unademostracion para e "axiomade lapardeas’.

Pero los intentos continuos de demostracion de la proposicién encontraron sempre € fracaso.
Algunos de los intentos mas notables se muestran a continuacion.

Proclo (410-485) fué e primero en dgar informacion a las generaciones posteriores sobre los
intentos de demostracion hechos hasta entonces, en sus"Comentarios d libro | de Eudides'.

Refiere Proclo, por gemplo, como en € dglo | antes del nacimiento de Jesucristo, Posidonio,
intentando resolver la cuestion, propuso definir las rectas paradelas como rectas coplanarias y
equidistantes, concepto que no es equivaente a la definicion de Eudlides, pues existen curvas como
la hipérbola o laocoide, que son paraelas a sus respectivas asintotas segiin la definicion eudlidiana,
pero no lo son seguin ladefinicion de Posidonio.

Posteriormente, en e dglo |1 después de Jesucristo hubo un intento de Ptolomeo, y, en € sglo XIll1,
de Nasir-Eddin (1201-1274), sin que obtuvieran ningln resultado sgnificativo. Hasta que en € sglo
XVII Giordano Vitdi (1633-1711) intentd resucitar € concepto de equidistancia de Posidonio para
concebir de una forma novedosa @ parddismo, tratando en definitiva de probar que @ lugar
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geométrico de los puntos equidistantes de unarecta es, también, unarecta.

J. Wlis (1616-1703) abandono € concepto de equidistancia que habian utilizado en vano, desde la
época de Posidonio, Giordano Vitdi y otros, estableciendo unademostracion a partir de unanocion
comun: "De toda figura existe otra semejante de megnitud arbitrarid’. El razonamiento de Walis es,
en sintesis, € sguiente:

1Sean rl y r2 dos rectas que
estan cortadas en los puntos P1
y P2 por la transversal r3.
Llamemos Aly A2 los

respectivos angulos internos del
mismo lado formados con r3,
construidos de modo que Al +
A2 < 180°. Veamos que en este
caso ha de existir un punto Px
de corte de ambas rectas, tal
Jcomo afirma €& axioma de

A

rl

Euclides.

S trazamos por e punto P1 una recta r2' paralela a r2 y la transportamos
manteniéndola paralela a r2, cortard a larecta rl en un punto Qya r3 enun
punto Q', formandose un tridngulo P1,Q,Q', que, por la hipbtesis de Wallis, sera
semejante a otro triangulo P1,P2,Px, donde siendo € lado P1P2 proporcional a
P1Q, habra un punto Px de forma que P1Px serd proporcional a P1Q y P2Px
proporcional a QQ. S es cierto pues, que la figura semejante existe, habra de
existir, necesariamente, € punto Px de corte de ambas rectas rl y r2. Ambas
rectas, pues, se encuentran en algun punto Px, tal como afirma € quinto
postulado.

Digamos, sn embargo, que la hipdtesis de laque parte Walis podria presentar menor autoevidencia
gue € propio axiomaeuclidiano.

La incdgnita sobre @ enunciado eudidiano continla, pues, hasta d dglo XVIII, d9glo en & que
comienza ya a plantearse la posibilidad de que, aun no sSendo un enunciado autoevidente, podria
efectivamente ser un axioma independiente del resto de los axiomas euclidanos.

Si los cinco axiomas de Eudides son un conjunto indecidible, representan las reglasdel juego en €
proceso de inferencia que permite congtruir toda la geometriaeudidiana Y esto es asi tanto S tales
axiomas son autoevidentes como s no lo son. Se fué comprendiendo que el hecho de que lasreglas
del juego fueran autoevidentes, o "convincentes' por si migmas no tiene nada que ver con & hecho
de que sean labase axiomdica de una determinada construccion.

Se fué intuyendo laposibilidad de que s en lugar de tomar como quinto postulado e enunciado de
Eudlides se tomase una afirmacion que lo negase, también € conjunto de |os nuevos axiomeas podria
ser base de una nueva construccion que ahora podriamos llamar "no eudidiand’.

Antes de llegar esta conclusidn, ya entrado € gglo XIX, es necesario considerar los trabgjos de
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otros gedmetras como € jesuita Gerolamo Sacheri 0 Juan Enrique Lambert o los gedmetras
franceses de findesddl 9glo X V111, o bien de Federico LuisWachter, o Wolfgang Bolya, los cuaes
son consderados en la higoria de la matemdica como los precursores de las geometrias no
euclidianas.

3. Los precur sores delas construcciones no euclidianas:

Gerolamo Sacheri (1667-1733):

Su trabajo sobre @ quinto postulado de Eudlides esta descrito en su obra principa "Eudides ab
Omni nuoevo vindicatus. Sve conatus geometricae quo Sabiliantur prime ipsa universd geometricae
principid’.

Tomando como datos las 26 primeras proposiciones de Eudlides, y, en  supuesto de lafasedad
del quinto postulado, intenta obtener una consecuencia que le permita airmar la verdad del
postulado mismo.

Hace e andiss mediante una figura plana que llamé "cuadrildero birrectdngulo” y "cuadriléero
birrecténgulo isdsceles' y que define e primero como un cuadrilatero con dos angulos consecutivos
rectosy € segundo como un cuadrilétero gque tiene dos angulos consecutivos rectos y los lados no
comunes son iguales.

Las propiedades del cuadrilatero birrectangulo vienen definidas por una proposicion-lema, fé&dl de
demostrar desde los postulados de Euclides, que puede enunciarse adi: 'S los éngulos A y B son
ambos igudes a un recto, se veificaque

a) s loslados AD y BC son igudes, entonces los ahgulos C y D son ambos igudesa

un recto.
b) s loslados AD y BC son digtintos, entonces es mayor € angulo contiguo a lado
menor.
El cuadrilatero birrectdngulo de Sacheri
D c o __ £
{ i SNC (N
A B A B A B
AD = BC -> D=C= 1 recto AD > BC -> D<C 5 1 recko AD < BL -> D>C < | recla

En € supuesto de la posible falsedad del quinto postulado de Eudlides, establecio que en €
cuadrilatero birrecténgulo (A = B = 1 recto y AD = BC) pudieran darse las Sguientes hipitesis
dternativas.

1) que los angulos C y D sean igudes y rectos (hipétesis del angulo recto).
2) quelos angulos C y D sean igudes y agudos (hipodtesis del angulo agudo) .
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3) quelosangulos C y D sean igudesy obtusos (hipétesis del angulo obtuso).
Esinmediato que lahipdtesis del angulo recto corresponde a laconstruccion eudidiana

En la hipdtesis del &gulo agudo (C = D < 1 recto), laperpendicular OO' por € punto medio del
segmento AB, que también pasa por € punto medio del segmento CD, dividiraa cuadrildero en
dos cuadrilderos igudes en donde A = O = O' = 1 recto. por tanto es AB < CD, lo cud implica
que: angulo ACB < éngulo DAC y de esto se deduce que lasuma de los tres dngulos es menor que
dosrectos. A + B + C < 2 rectos.

En lahipdtessdel angulo obtuso (C = D > 1 recto), actuando andogamente, la perpendicular OO
por & punto medio del segmento AB, que también pasa por & punto medio del segmento CD,
dividiraa cuadrildtero en dos cuadrilderos igudes en donde A = O = O' = 1 recto. por tanto es
AB > CD, lo cua implica que: &ngulo ACB > angulo DAC y de esto se deduce que lasumade los
tres angulos es menor que dos rectos: A + B + C > 2 rectos.

D 0’ C

A 5 B

Prueba Sacheri a continuacion que seguin estemos en lahipdtesis del dhgulo recto, del angulo obtuso
o ddl angulo agudo, la suma de los tres dngulos de un triangulo suman, respectivamente, 180°, mas
de 180°, 0 menos de 180°.

Estos resultados, que obtiene en primer lugar para tridngulos recténgulos, los extiende rapidamente
a caso de un tridngulo cudquiera Sn més que descomponerlo en triangul os rectangul os.

Demuestra Sacheri a continuacion que en lahipGtesis del angulo recto es verdadero € quinto axioma
de Eudidesy en € cuadrilatero fundamenta lasumade los cuatro angulos es igud a cuatro rectos.

Intenta descubrir contradicciones en la hipdtesis del &hgulo agudo, pero no logra evidenciar ninguna
contradiccion. Ante este fracaso no duda en hacer una afirmacion extraordinaria: en lahipétess del

angulo agudo podria condruirse un Stema axiomético para la geometria desde € cud € quinto
axioma de Eudides pudiera ser demostrable o refutable.

Juan Enrique Lambert (1728-1777):
Lacontinuacion de las investigaciones de Gerolamo Sacheri se deben a Juan Enrique Lambert, que
expone susideas en su obra "Theorie der pardldlinien’”.

La figura fundamenta que utiliza Lambert es lo que lland "d cuadrilatero trirrectangulo’, un
rectangulo en € que considerarectos tres de los cuatro angulos, presentando unadterndtiva sobre la
medida del 4° dngulo.
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La hipdtesis del angulo recto conduce inmediatamente a sstema eudlidiano. Lambert rebate, como
ya habia hecho Sacheri, la hiptss del angulo obtuso, estudiando, sin descubrir contradicciones, la
hipdtesis del angulo agudo. En esta hipdtesis del dhgulo agudo demuestra Lambert que lasumade los
tres angulos de un triangulo es menor gque dos rectos. Descubre también Lambert que la"deficiencid’
de un poligono, esto es, la diferencia entre 2.(n - 2) y la suma de los dgulos del poligono es
proporciona asu area.

Lambert sugiere incluso que la geometria que seriavdida sobre € plano, de ser licita la hipotesis del
angulo obtuso, resultariaandoga a lageometria de lasuperficie esférica. De todas maneras, Lambert,
al igud que Sacheri, dgjé en suspenso lacuestion del quinto postulado.

Gedmetrasfranceses definalesdel siglo XVIII:

Los grandes gedmetras de findes del sglo XVIII se ocuparon también del problema. D'dembert
propuso llamar "pardela a una recta dada’ a cudquier recta complanaria que una dos puntos
equidistantes y Situados en un migmo samiplano de los dos que define larecta. Sn embargo, es
necesario probar que estas paraldas son equidistantes, teorema que D'Alembert propuso a sus
contemporaneos.

Una famosa discuson sobre e mismo fué mantenida, por otra parte por los grandes mateméticos
Fourier y Monge, estando interesados también Carnot, Laplace y, en particular, Adrian Maria
Legendre.

Adrian Marie Legendre (1752-1833):

En lo que respecta a Adrian Maria Legendre, sus ideas estan resumidas en "Reflexions on the
theorem sur la somme des trois angles du triangle’. Trata Legendre de descartar la hipdtesis
sacherianaddl angulo obtuso, estableciendo que en cudquier triangulo lasuma de sustres angulos es
menor o igud que dos rectos.

Di6 varias demostraciones, usando razonamientos anditicos y también, erroneamente, de
meagnitudes infinitas. La obra de Legendre con respecto a temade quinto axioma de Euclides, no
aporta, relmente, nada nuevo a lo que yase habialogrado asentar.

Wolfgang Bolyai (1775-1856):

Fué compafiero de estudios de Gauss en laUniversidad de Gotinga. Se ocup6 del axiomaquinto de
Euclides ya desde su época de estudiante. En 1804 envi6é a Gauss un gemplar de su "Theoria
Pardldarum”, que contenian una tentaiva de probar laexisencia de rectas equidistantes, que Gauss
impugnd. Sin embargo, Wolfgang no dgj6 de ocuparse del tema, llegando a dudar de su
demostrabilidad, esto es, de reducir la hipdtesis euclidiana. Un notable postulado del que Wolfgang
Bolya deduce f&cilmente e de Eudides es este: "Tres puntos no dineados estan sempre en una
creunferencid'.

Federico LuisWachter (1729-1817):

Fué discipulo de Gauss en laUniversdad de Gottinga. Puesto que € postulado de Eudlides depende
de laposhilidad de trazar un circulo por tres puntos no dineados, se presenta espontaneamente la
idea de presentar laexigencia de ta circulo a toda investigacion sobre lasliness pardelas. Este fue
e intento de Wachter, tratando de establecer que por cuatro puntos arbitrarios del espacio, no
coplanarios, pasa unaesfera. Sus deducciones tienen, Sn embargo, un carécter intuitivo.
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4. Fundador es delas constr ucciones no euclidianas:

Gracias a los trabgjos anteriormente mencionados, una serie de mateméticos de principios del sgo
XIX, pudieron inidar en la geometria moderna una revolucion de extraordinario dcance: la
congtruccion de las geometrias no euclidianas.

Pueden ser considerados fundadores de las geometrias no eudlidianas a los siguientes mateméticos:

a) Carlos Federico Gauss.

b) Fernando Carlos Schweikart.

¢) Francisco Adalfo Taurinus.

d) Nicolas Ivanovich Lobatchevski.
€) Juan Bolya.

a) Carlos Federico Gauss (1777-1855):

Al parecer Gauss fue € primero en tener una concepcidn clara de una geometriaindependiente del
quinto postulado euclidiano; estas ideas solo las publicd Gauss después de ver las obras de
Lobatschefski y Juan Bolya.

Esasi que tanto Gauss como Bolya se ocuparon, en laUniversdad de Gottinga del problemade las
paralelas, pero es 0lo a partir de 1813 cuando desarrolla 'y formula los teoremas fundamentaes de
un cuerpo de doctrina que denomind "geometria antieudidiand’, luego "geometria adra" y
findmente, "geometriano eudidiand’'.

La posible incomprenson de sus contemporaneos hizo que Gauss reservase sus meditaciones sobre
estos temas. En sus primeros gpuntes daba una definicion bastante aceptable de rectas parddas. “S
larecta AM es coplanariay no incidente sobre BN, entonces AM se dice parddaa BN".

Estos apuntes los interrumpié Gauss a conocer en, 1832 la obra “Geometria absoluta’, de Juan
Bolyal.

b) Fernando Carlos Schweikart (1780-1856):

Estudié Derecho y Matemética en la Universidad de Marburgo. En diciembre de 1818 consgno a
Galing un pliego para Gauss conteniendo sus ideas sobre su “Geomeria astrd”, que es la no
eudidiana de Gauss, correspondiente a Sstema de Sacheri y Lambert en la hipdtess de angulo
agudo. En marzo de, 1819, Gauss, correspondiendo por Geling, ensdza a Schweikart y declara
gue concuerda con todo cuanto contiene € pliego enviado y concluye determinando € limite
superior del &rea de un triangulo bajo laforma

A= e

[log hip (1 +4f2 )F

donde c es lallamada constante de Schwelkart.

c¢) Francisco Adolfo Taurinus.
Sobrino de Schweikart, fue inducido por su tio a ocuparse del asunto de las nuevas geometrias.
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Congtruye Taurinus una geometria basada en lahipétesis del angulo agudo en sus obras “ Theorie der
padldlinien” (1825) y “Geometria prima eemento”.

En su desarrollo inicid parte de laformulade trigonometria esferica:
é b o b e

COS— = COS— . CO8— + 564 — 888 — . CO8 &
i i o o

(1]

y en dlasudtituye @ radio esferico k por i.k:
B s b

cﬂzi =ch—ch— —Sﬁz—.sﬁzi.ms 2

(2]

Que es laformulafundamenta de la Geometria L ogaritmico-esferica, en laque lasumade los &hgulos
de un tridngulo es menor que 180°. En efecto, basta hacer referencia, por sencillez, d caso
equildero (a=b =c) y resolviendo respecto a cos & :

cﬁzzi—cﬁzi cﬁz— [ ] 4|[ ] Ch
Cof = s i = S :‘,w:v{ G0 =

T R

= @ + &+ »<180°

Es, ademas, inmediato que:

lin  cog ¢?=%
EF—3w

Y en genead, laformula[l] se convierte para i; —s o en:

Y opr i+t - 2bocos o

gue es una de las formulas fundamentaes de la trigonometria plana, conocida como "teorema del

Andogamente, laformula de trigonometria esferica

&
COS = —C08 oot fen Hoen ;?«.'cosg

pasa en lageometria logaritmico-efericaa ser

ke el a
COS ¥= —Co8 L Cos p+ son soen ;;v.trﬁzg

Parag =0y »= 30" seobtiene:

eh = L
I mens

El triangulo correspondiente a esta formula tiene un angulo nulo y los dos lados, que lo forman son
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de longitud infinita y paralelos. El anguo .# es funcion de a'y podremos llamarlo "angulo de
parddismo" correspondiente a la distancia. Para .#=45" | & segmento BC es la constante de
Schweikart C:

¢
ch—=4f2
k

De donde, resolviendo respaecto a k:
[

10gi1+«f§j

Taurinus reconocio findmente que laGeometria esferica corresponde a la hipdtesis del angulo obtuso
y que la geometria euclidea congtituye un edabon de enlace entre lageometria efericay lageometria
logaritmico-esferica. En efecto, s € radio k varia de un modo continuo del campo real a campo
puramente imaginario, pasando por € infinito, se pasa dd ssema esferico a Igtema logaritmico
edferico atraves del de Euclides.

d) Nicolas | vanovich L obatschefski (1793-1856) :

Edudi6 matemética en la Universdad de Kazan, bgjo la direccion del deman Barels. En 1826
expone |os fundamentos de una geometria mas genera que laordinaria de Eudlides, en laque por un
MiSMo punto pasan dos paraeas a unarecta daday donde lasumade los angulos de un triangulo es
menor, que dos rectos. Es redmente la misma geometria concebida por las mentes de Gauss,
Schweikart y Taurinus, y que Lobatschefski llanaahora Geometria lmaginaria, 0 Pangeometria

Lobatshefski considera un haz de
k rectas, unarecta BC no perteneciente
i i a td haz, la perpendicular AD por A
E:_"‘“ A—-—-_%______h E | aBCy laperpendicular a AD por A,
" s ST esto es, AE. Eda recta es, en €
h sstema de geometria euclidea, launica
gue no cortaa BC. Enlageometriade
Lobatschefski existen en & haz A
otras rectas no secantes BC; las no
secantes estan separadas de las
secantes por las rectas h, k, que no
encuentran aBC, y que son
pardélas, la h por la derecha y la k
por la izquierda El angulo formado
por la perpendicular AB con unade las pardeash y k es e angulo de parddismo que corresponde

aladigancia AD, denotandose por #.AB) .

La parte mas importante de la Geometria Imaginaria es la congtituida por los sistemas de formulas
trigonométricas. Para deducirlas introduce Lobatschefski dos nuevasfiguras El oriciclo (circulo de
radio infinito), y laorisfera, (esferade radio infinito). Si en el triangulo plano ABC, Az ), ), Ac)

son los angulos de parddismo correspondientes a los lados, la fomula fundamentd de
Lobatschefski es:
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cos A cos allk) cos mle) + Fe ,ir.{b}.’:n},m{c} =1

Puede pasarse de estaformulaa lade Taurinus y viceversa, bastando observar que es &= afa) .
Para € paso inverso basta aplicar larelacion dada por Lobatschefski

1 oy
fc—mx)l=a
gzﬂ{}

Queeslaformula[2] de Taurinus bajo formadiferente.

De las formulas obtenidas por Lobatschefski en su Pangeometria, se deducen las importantes
conclusiones Sguientes

1. Para triangulos infinitesmales, pueden ser sudtituidas las formulas de la Geometria
Imaginaria por las formulas de la Geometria Ordinaria.

2. Lasudtitucion de los lados a,b,c, en lados puramente imaginarios ia, ib, ic convierte
las formulas de la Trigonometriaimaginaria en formulas de latrigonometria esferica

3. Egtableciendo en & plano y en e espacio un ssema de coordenadas semegante al
cartesano ordinario, € posible, con los metidos de la geometria anditica, cacular las
longitudes de las liness, las areas de las superficies y 1os volimenes de los solidos.

e) Juan Bolyai (1802-1860):
Hijo de Wodlfgang Bolya y oficid en € gercito austriaco, que descubrio en 1823 la formula
fundamentd:

a

o =g )

Td formula, queligaa angulo de parddismo .=z a correspondiente ssgmento, es laprimerade las

descubiertas que parmite ahondar en laverdadera naturdeza del problemade las paraldlas. Los mas
importantes resulltados de la obra de Juan Bolya se muestran en un apéndice a “Tentamen” de
Wolfgang Balyai:

1. Definidon de las pardelas u de sus propiedades em forma independiente a
postulado euclideo.

2. Circulo u esfera de radio infinito. La Geometria sobre la esfera de radio infinito es
idéntica a lageometria plana ordinaria.

3. La Trigonomeria esferica es independiente del postulado de Eudlides.
Demostracion directa de las formulas.

4. Trigonometria planaen & caso no euclideo. Aplicaciones a cdculo de las area de
los volimenes.

5. Problemas resolubles dementamente. Construccion de un cuadrado equivdente a
un drculo en la hipitess de que sea fdso @ postulado V de Eudides

Aunque Lobatschefski habia dado mayor desarrollo da Geometria imaginaria, sobre todo en su

aspecto anditico, Bolya ha tratado mas profundamente la cuestion de la dependencia e
independencia de las proposiciones Geométricas respecto del postulado euclideo. Bolya pone de
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manifiesto aqudlas proposiciones que en la Geometria ordinaria no dependen de aquel postulado,
llamedas por d, absolutamente verdaderas, y pertenecientes a laciencia absoluta del espacio.

5. Conclusién:

L os trabajos mencionados condtituyen, en esencia, lafundacion de lanueva geometria, 0 mas bien, la
admilacion de un nuevo concepto de geometriay de lamismacdiencia matemética

La geometria no euclidiang, en sus desarrollos sucesivos de findes del sglo XIX y principios del
dglo XX, haseguido dos direcciones bien definidas, a saber, lametricodiferencid y laProyectiva

El desarrollo metricodiferencid de la geometria no Eudidiana tiene como mé&ximo representante
Bernhard Riemann, que ya en 1954 compone su celebre Disartacion publicada a su muerte por
Dedekind.

Riemann desarrolla la hipdtesis del angulo obtuso, hipdtesis que en manos de Gerolamo Sacheri
habia resultado contradictoria, y dlo se debia a que suponia la recta infinita. Riemann sudituy6 este
concepto de recta infinita por € mas generd de limitada, compatible tanto con la hipdtess de recta
infinita (abierta) como con lade recta finita (cerrada).

En la hipdtesis de angulo obtuso, todas las rectas que pasan por un punto a exterior a unarectar de
un plano, cortan ar.

A pesar de la claridad interna de las geometrias no eudlidianas, la mayoria de los mateméticos
interesados en e tema gSguieron creyendo que S bien no habian sSdo descubiertas
incompatibilidades logicas, podria ser posible que apareciesen taes incompetibilidades al hacer un
més profundo estudio de las propiedades de dichas Geometrias.

Esta Stuacion cambio radicdmente gracias a un trabajo de E. Bdtrami: “Saggio di interpretazione
dellageometria non-euclidea” (1868). Bdtrami demostro que s se consideran las geodesicas de una
superficie de curvatura negativa constante, y se las interpreta con rectas, mientras que los éhgulosy
las longitudes son interpretados de acuerdo con los métodos ordinarios de la geometria diferencid,
Se obtiene una geometria que verifica la hipdtesis del angulo agudo. De esta manera, Beltrami probo
gue la compatibilidad de la geometria de Lobatschefski-Bolyai es consecuencia de lacompatibilidad
de la geometria euclidea, ya que cudquier incompatibilidad en la primera supondria una
incompatibilidad en lateoria de las superficies de curvatura negativa constante, que esta basada en
los postulados de Euclides.

Hoy ya se conoce que la Geometria de Riemann puede ser interpretada sobre una esfera,
consderando los circulos mé&imos como rectas, con ta que identifiquemos dos puntos
diametramente opuestos ( en otro caso no se veificaria que dos puntos determinan Sempre una
recta unica). Laequivaencialogica de las tres geometrias quedo as completamente establecida

En cuanto a desarrallo de las nuevas geometrias en la direccidon proyectiva, cabe citar en este
contexto los nombres de Daguerre, Cayley y Klen.
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Laguerre dio la sguiente definicion proyectiva de angulo: € angulo es proporciona al logaritmo de la
razon doble del haz formado por las dos rectas ( cuyo angulo se define) y las dos rectas isdtropas
gue pasan por d vértice del haz. Es definicion coincidente con laclasica

Cayley subordino la geometria métrica a la proyectiva definiendo la digancia entre dos puntos como
proporciona al logaitmo de la razon doble de los dos puntos (cuya digancia se mide) y de la
interseccion de larecta que los une con @ absoluto (laconicaimpropia).

Klein trabaj6 principdmente en probar laconggtencia interna de las nuevas geometrias, en especia
en lo querespecta a establecimiento de lavaidez de lageometria proyectiva.
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