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El tratamiento de los sistemas dindmicos que varian continuamente con el tiempo,
suele efectuarse a base de ecuaciones como:

dx
E_f(x)
dy _
dt—f(y)

sin embargo los sistemas dindmicos de variacion discreta es posible resolverlos
mediante mapas iterativos del tipo:

xn+1 = f(xn)

los cuales se procesan como su nombre sugiere, comenzando con sustituir el valor de
la variable en el segundo miembro (variable independiente) y el resultado de la
operacién tomarlo como nuevo valor de la variable independiente e ir reiterando el
proceso el nimero de veces que sea necesario

Un primer ejemplo de utilizacidon de mapas iterativos, lo haremos con uno mediante el
cual puede calcularse la raiz cuadrada de 2 con el nimero de cifras decimales que
deseemos. El mapa en cuestion tiene la siguiente forma:

1 2
Xy = E(Xn + _)

n

Antes de comenzar el proceso, vamos a justificar el uso de dicho mapa para calcular

V2.

Comenzamos por plantear una ecuacidon que tiene la misma forma que la del mapa
pero sin subindices:

la cual mediante pasos muy sencillos podemos transformar en la igualdad: x= \/E



gue nos justifica que la iteracion del mapa antes presentado nos dara la raiz cuadrada
de 2 con el niumero de cifras decimales que queramos.

Comencemos la iteracion dando a la variable en el segundo miembro (variable
independiente) el valor 1. El resultado es 1.5. Como antes indicamos, ese sera el
nuevo valor de la variable independiente y ahora el resultado serda 1.4166....,. Se
continuard la iteracidon y ya en la nimero 11 se tendra el valor 1.4142....que es la

aproximacion que suele tomarse por lo general como valor de \/5

No obstante, el ejemplo que acabamos de ver no es del tipo mas utilizado como lo son
los que se aplican al tratamiento de sistemas dindmicos de la fisica, la quimica, la
biologia, las ciencias sociales, la economia y otras especialidades.

Ejemplo paradigmatico de mapa iterativo aplicado a sistemas dinamicos lo es sin dudas
el mapa logistico, no sblo por su importancia practica sino y sobre todo, por sus
excepcionales y sorprendentes propiedades.

El mapa logistico tiene la siguiente expresion:
xn+1 = k"xn (1 - 'xn)

y se aplica principalmente a problemas de crecimiento poblacional de especies
animales o de semejante indole.

Por x,+1 (variable dependiente) se representa la poblacién en la etapa o generacién
n+1 de la especie que se trate, con x, (variable independiente) se simboliza la
poblaciéon en la etapa n y con k la tasa de crecimiento que dependerd de las
condiciones ambientales, climaticas, alimentarias, etc.

Veamos un ejemplo: Sea el caso en el cual se quiere investigar la poblacion en
millares de ejemplares, en las etapas que van a seguir (variable dependiente)
conociendo la poblacidon en cada etapa anterior (variable independiente) y la tasa de
crecimiento. Tomemos como valor inicial de la variable independiente 0.8 (quiere decir
0.8 millares de ejemplares), con una tasa de crecimiento de 2. Comenzamos la
iteracién en el mapa logistico. La primera da 0.32, la segunda 0.435, la tercera 0.5 y al
tratar de seguir la iteracion nos encontramos que continuara dando 0.5. Vemos aqui
una de los sorprendentes hallazgos que se presentan en el mapa logistico y otros
similares: la llegada a un valor estacionario, fijo, o atractor, como suele llamarsele, el
cual se caracteriza por ser igual para la variable independiente y para la variable
dependiente, significando en la practica que la poblacién se mantiene invariable.

Si se va aumentando el valor de k se llega a uno en el cual los atractores seran dos, y
asi se va llegando a valores de k en los cuales comienza a duplicarse el nimero de
atractores o ciclo de atractores. Por ejemplo al llegar k a 3,5 el ciclo serd de cuatro
atractores porque el anterior (que no hemos efectuado aqui) fue el de dos.

La separacion o distancia entre los puntos (valores de k), de duplicacién del ciclo se va
haciendo cada vez menor, pero la relacién entre la distancia de separacion entre dos
ciclos consecutivos y la distancia analoga anterior, se mantiene constante. Esta es
otra de las interesantes propiedades que presentan mapas iterativos como el logistico
y que fue descubierta por Mitchell Feigenbaum por lo que en su honor dicha constante
se denomina Constante de Feigenbaum.



El descubrimiento de Feigenbaum constituyé un hecho trascendental en la historia de
las matematicas y la constante que lleva su nombre alcanza una importancia similar a
la de otras como .

Singular importancia presenta el grafico que resulta de tomar en el eje de abscisas los
valores de k en cada punto de bifurcaciéon y en el de ordenadas los valores de los
atractores. De esta manera a la abscisa k=2, le correspondera, como vimos, la
ordenada 0.5. A partir del punto (2,0.5) se traza una linea paralela al eje de abscisas
hasta llegar al punto de comienzo del ciclo de dos atractores. A cada uno de estos dos
atractores se le hace corresponder una linea paralela al eje de abscisas que llegaran
hasta el punto de la siguiente bifurcacién. Se habra conformado hasta ahi en el grafico,
la figura de una horquilla o Y paralela al eje de abscisas. Al llegar al valor de k de la
siguiente duplicacién, cada rama de la horquilla se bifurcara, y asi sucesivamente se
iran formando horquillas cada vez mas pequenas y por el hallazgo de Feigenbaum,
mas cercanas entre si.
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Al fijarnos en ese grafico llamado Diagrama de Feigenbaum, nos damos cuenta de una
mas de las sorprendentes propiedades de los mapas iterativos: la condicion de fractal
del gréafico y por ende del proceso de evolucidn iterativa de los procesos que los mapas
representan. Es por esto Ultimo que tan relacionadas estan las Teorias de los Fractales
y del Caos del cual pasamos a tratar a continuacion,

En efecto, al llegar k a un valor muy cercano a 4, ya no se presentan repeticiones,
ciclos de atractores, el proceso ha perdido periodicidad y aparece también el hecho de
que muy pequefias variaciones del valor inicial de la variable independiente, genera
notables variaciones de los valores que se obtienen. Esta situacién de no periodicidad y
gran sensibilidad a las variaciones de las condiciones iniciales constituye lo que ha
dado en llamarse caos.

La fractalidad es decir, la aparicion de orden en el aparente absoluto desorden del
caos, no solo se presenta en la ruta hacia el caos antes vista, sino también a las
puertas del caos (muy proximo a k=4) y ya en plena situacidén de caos. En las cercanias
del comienzo del caos, si los valores de los atractores se situaran como puntos en un



eje de abscisas (o de ordenadas), quedarian dispuestos de tal forma que remedarian el
fractal llamado Conjunto de Cantor el cual se construye a partir de un segmento de
recta que se divide en tres partes iguales, se suprime la del centro y se sigue iterando
este proceso en cada uno de los segmentos que van apareciendo hasta que éstos
semejan puntos. De nuevo en pleno caos aparecera el fractal de Cantor en una
configuracién llamada atractor extrafo que surge de la representacion grafica de las
soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales que aparecen en el primer parrafo
de este trabajo, aplicadas a la situacion de caos.

La aparicidén y desarrollo de la Teoria del Caos a mediados del pasado siglo XX, se debe
a los trabajos del climatélogo Edward Lorenz.

El comienzo de las investigaciones de Lorenz, fueron motivadas al notar que las
predicciones del tiempo a partir de ciertos datos con determinado nimero de cifras
decimales, diferian notablemente de las que se hacian tomando un numero
ligeramente mayor de éstas.

Feigenbaum Lorentz

Se ha popularizado sobre el caos, una metafora, en nuestra opinion no muy adecuada,
en la cual se expresa que “el leve aleteo de una mariposa en San Francisco puede ser
capaz de provocar un huracan en Beijing” (o algo por el estilo), la cual ha motivado
gue al caos suela llamarsele “Efecto Mariposa”. El caso es que la Teoria del Caos ha
pasado a constituir uno de los paradigmas de la ciencia de nuestros dias.
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