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La aleatoriedad y
las algebras de sucesos

INTRODUCCION

Los procesos aleatorios, no deterministas, abundan en la vida corriente. Son,
efectivamente, la esencia de los juegos de azar, pero, también es necesario
comprender que en la vida real la aleatoriedad es lo comin y lo determinista, lo no
aleatorio, resulta ser la excepcién.

Lo que caracteriza a una experiencia aleatoria es la posibilidad de resultados entre
si diferentes al realizarse fisicamente la experiencia.

Un suceso es cada uno de los resultados posibles en la realizacion de la experiencia
aleatoria. Hay sucesos que se pueden expresar equivalentemente como disyuncion
de otros sucesos mas sencillos. Asi, en la experiencia aleatoria del lanzamiento de
un dado, el suceso “numero par” puede expresarse equivalentemente como la
disyuncion “numero 2” o “numero 4” o “ndmero 6”. En cambio, el suceso “numero
2" no puede expresarse equivalentemente por la disyunciéon de otros sucesos mas
sencillos. Esto permite clasificar los sucesos en compuestos y elementales.

Un suceso elemental A de un experimento s es un suceso que no puede expresarse
mediante la disyuncién de otros sucesos del mismo experimento. Los restantes
sucesos del experimento se denominan compuestos.

El espacio muestral de un experimento aleatorio, s, es el conjunto de sus sucesos
elementales. Se denomina Universo, Poblacion o Colectivo asociado a un
determinado experimento s al conjunto de todos sus sucesos, elementales vy
compuestos.

La realizacion de un experimento aleatorio se denomina una prueba. Una coleccion
de pruebas se llama muestra aleatoria del experimento.

Las relaciones entre los sucesos de un mismo experimento aleatorio son siempre de
naturaleza légica. Se trata de hacer corresponder a cada suceso A de un
determinado experimento s una proposicion légica: p(A)="el suceso A se verifica”,
que siempre se entenderd asociada al suceso A. El universo U(s) de todos los
sucesos asociados a cada experimento s puede, en definitiva, ser estructurado
algebraicamente con el recurso de las propiedades y las operaciones del algebra de
proposiciones logicas.

Cuando hablamos de sucesos de un experimento aleatorio, pensamos en la posible
verificacién simultdnea de dos sucesos dados, o bien, pensamos en la alternativa de
que se verifiquen uno o bien que se verifique el otro, o, finalmente, el que se
verifique el suceso contrario de un suceso dado (es decir, que no se verifique el
suceso dado).

Estas ideas son la base del establecimiento de lo que llamaremos operaciones con
sucesos en el universo, U(s), asociado a cada experimento s.
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Veremos que estas operaciones con sucesos presentan propiedades tales que
coinciden con las que George Boole (1815-1864) establecio en el siglo XIX para las
estructuras algebraicas que hoy llamamos dalgebras de Boole de la Teoria de
Conjuntos.

Sin embargo, la pregunta que nos hacemos es si podemos identificar el universo de
los sucesos aleatorios de un experimento dado, U(s), finito o infinito, con alguna
estructura algebraica establecida.

Lo que a continuacion mostramos es que, efectivamente, hay isomorfismo entre
sucesos y algebras de conjuntos, aun cuando al hacer la exposicion nos lleve el
tener que idear estructuras intermedias, como, por ejemplo, el concepto de haz de
sucesos.

ALGEBRA DE BOOLE DE SUCESOS ALEATORIOS

Operaciones:

Implicacion: Se dice que el suceso A implica el suceso B si siempre que se verifica A
se verifica B, lo cual podemos representarlo con la notacién conjuntista A < B.

Dos sucesos, A y B, se dicen iguales, si hay una implicacién reciproca, esto es, si
Ac B, Bc A4, lo que se representa por 4= B.

Producto: El suceso producto de dos sucesos del mismo experimento es el suceso
cuya verificacién consiste en que se verifiguen ambos simultaneamente. Se puede

representar, para dos sucesos Ay B, por A.B.

P(A.B) <> P(A) A P(B)
“Se verifica A.B sii se verifica A y se verifica B”
Suma: El suceso suma de dos sucesos del mismo experimento es el suceso cuya

verificacidon consiste en que se verifique uno u otro de estos sucesos. Se puede
representar, para dos sucesos Ay B, por A+ B.

P(A+ B) <> P(A)v P(B)
“Se verifica A+B sii se verifica A o se verifica B”

Opuesto o complementario: El suceso opuesto del suceso A es el suceso cuya
verificacion consiste en que no se verifique A. Se acostumbre a representar por 4.

P(A4) &> —P(4)
“Se verifica 4 sii no se verifica A”
Propiedades de las operaciones:

Las propiedades de estas operaciones convierten al conjunto U(s) de los sucesos
asociados al experimento aleatorio s en un Algebra de Boole.

Producto Suma
Idempotencia: A.A=A A+A=A4
Conmutatividad: A.B=B.4 A+B=B+A4
Asociatividad: A.(B.C)=(4.B).C A+(B+C)=(A+B)+C
Absorcién: A.(A+B)=A A+(A.B)=A4
Distributividad: A.(B+C)=A.B+A.C A+(B.C)=(A+B).(A+C)
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Elemento Universal: AI=1.A=A4 A+I=1+A4A=]
Elemento Nulo: A.0=0.A=0 A+0=0+A=A4
Complementario: AA=0 A+ A=1

Es obvio que un suceso es compuesto sii puede descomponerse en suma de otros
sucesos del mismo experimento. Los sucesos elementales son, por tanto, aquellos
en los que no pude darse esta descomposicion.

Demostracion de las propiedades:
La prueba de estas propiedades es una version de la prueba de la proposicion légica
equivalente en el algebra de enunciados:

- Idempotencia: p(A.A)="se verifica A y A” es equivalente a p(A)="se verifica
A", lo cual es tautologia. Asimismo es tautologia p(A+A)="se verifica A o se
verifica A” equivalente a p(A).

- Conmutatividad: p(A+B)="se verifica A o se verifica B” equivalente a
p(B+A)="se verifica B o se verifica A”. Asimismo p(A.B)="se verifica A y se
verifica B” equivalente a p(B.A)="se verifica B y se verifica A”, ambas son
obviamente tautologias.

- Asociatividad: También son formulas tautoldgicas p(A.(B.C)) <> p((A.B).C), o
bien p(A+(B+C)) <> p((A+B)+C).

- Absorcion: p(A.(A+B))<>P(A), p(A+(A.B))<>P(A)

- Distributividad: p(A.(B+C)) <> p(A.B+A.C), P(A+(B.C)) <> p((A+B).(A+QC))

- Elemento Universal: p(A.I)=p(I.A)=p(A), p(A+I)=p(I+A)=p(A). El suceso I
se llama suceso seguro del experimento.

- Elemento nulo: p(A.0)=p(0.A)=p(0), p(A+0)=p(0+A)=p(A). El suceso
0 se llama suceso imposible del experimento.

- Complementario: p(A.Z)=p(Z.A)=p(O), p(A+Z)=p(Z +A)=p(I)

La familia U(s) de todos los sucesos aleatorios asociados al experimento s, tiene,
con estas operaciones, estructura de Algebra de Boole.

(U(s),+..)Algebra de Boole de los sucesos aleatorios

Veamos a continuacion otras propiedades que se verifican en las operaciones con
sucesos, y que se conocen como leyes de De Morgan:

Teorema 01 (Las Leyes de De Morgan)
Se verifican las igualdades:
A+B=AB y AB=A+B
(el complementario de la suma es el producto de los complementarios y el
complementario del producto es la suma de los complementarios)

Demostracion:
Puesto que si el producto de dos sucesos es el suceso nulo, ambos han de ser
complementarios, tenemos:

AB(4+B)=ABA+ABB=AAB+ABB=0B+40=0+0=0—>A+B=AB
(A+B)(AB)= AAB+BAB=AAB+BBA=0B+04=0+0=0—>AB=A+5B

Otras operaciones en el Algebra de Boole de los sucesos aleatorios:
Se define la diferencia entre sucesos y la diferencia simétrica de la siguiente forma:

Diferencia del suceso B al suceso A: A—B=A.B, es decir, la diferencia del
suceso B al suceso A es la interseccion del suceso A con el complementario de B.
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Diferencia simétrica: se define como la suma de las dos diferencias, de Aa By de B
aA osea: AAB=(A-B)+(B—A4)
Se verifican trivialmente las siguientes propiedades:

01) A(B-C)=AB—-AC 07) AAB = BAA

02) AB-C=(A-C).(B-0C) 08) AAB=(A+B)—AB
03) A=I—-4 09) A+ B=(AAB)AA.B
04) AAA=0 10) A.(BAC)= A.BAA.C
05) AAO=A4 11) ABAB=B- A4

06) AAI =4 12) (AAB).B=B-4

Sistemas completos de sucesos:
Un conjunto de sucesos {al,az,...,an} correspondientes a un mismo experimento

aleatorio s se dice que es un sistema completo si su suma es el suceso seguro y su
producto, dos a dos, es imposible, siendo todos los sucesos del sistema distintos del
suceso imposible.

la,,ay,....a, } sist. completo <>

>(a; 20, j=l..n)A(a, +a,..+a, =D A(a,.a; =0,i,j=1..ni# j)

LA ESTRUCTURA DE LAS ALGEBRAS FINITAS DE SUCESOS
Un algebra de Boole de sucesos aleatorios se dice que es un algebra finita si esta
constituida por un nimero finito de sucesos.

Todos los sucesos de un algebra finita, 2., son compuestos o bien son elementales.

A e compuesto <> 3A,, A, €2/ A=A +A4, NA4,A4, #0

Teorema 02
Sea 2. un algebra de sucesos y sea 4 un suceso no imposible de la misma.

1) A elemental <[VBeY/Bc A—> B=0v B = A
2) A, A, €X elementales/ A # A, > A.4, =0

Demostracién:
1) Probemos en primer lugar que A elemental = [VB €>/BcA—>B=0vB-= A]
por reduccién al absurdo, ya que si B#=0A B # A, siempre se puede expresar

que A=A41=A.(B +§) = AB+ AB , por lo que A= A.B+ A.B, siendo entonces

A suma de dos sucesos no nulos A.B # 0, AB# 0, por lo que 4 no seria elemen-
tal, contra la hipdtesis, luego A elemental = [VB €e/BcA—>B=0vB= A].
Probemos ahora que [VB €>/BcA—>B=0vB= A]:> A elemental . Se tiene
que A=AB+AB. Si B=0—>A=0+A4A=A,ysi B=4A—> A=A+0=A.Es

decir, en todos los casos, no existen dos sucesos distintos no nulos cuya suma
es A, por lo que 4 es elemental.

2) Si 4,,A4,son elementales y distintos, se tiene, por 1):
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A, A,elementales — A.A, c A NA.A, A, —> (4.4, =0v 4.4, =A4)v
V(4.4,=0vA4.4,=4,)~4 # A4, > 4.4,=0

Teorema 03
Para todo suceso compuesto de un algebra finita de sucesos, 2., existe siempre un
suceso elemental que le implica.

VM e, A€/ Aelemental N Ac M
Demostracién:
Del teorema 02 sabemos que M compueston A M — A#0ANA+M
Si A es elemental, hemos terminado. Caso contrario, existe un A4; tal que se cumple
A compueston 4, c A—> A #0nA, #A. Si A; es elemental, terminamos, en caso

contrario seguimos aplicando el razonamiento un numero finito de pasos, pues se
trata de un algebra finita. Con lo cual encontraremos un A4, tal que es elemental y
esta contenido en el suceso M de partida.

Teorema 04

Cualquier suceso no nulo de un algebra finita de sucesos puede descomponerse
univocamente en suma de un numero finito de sucesos elementales de dicha
algebra.

Demostracion:
Sea el suceso M €2./M #0. Si M es elemental, hemos terminado.

Si M no es elemental, por el teorema 03, 34, € 2./ Aelemental N A, < M

Sea 4,=M.4, —>M =4 +M.Z= A +A4,. Si A; es elemental, hemos terminado.
Si A> no es elemental, 34, € 2./ A,elemental A A, — 4, .Sea ahora los mismo de

antes: A, = A,.A, —> A, = 4, +A2.Z3 =A4,+A4,. Si Si A4 es elemental, terminamos,

caso contrario seguimos con los pasos de razonamiento. El nUmero de estos pasos
ha de ser finito porque el algebra de sucesos que consideramos es finita.

En definitiva, todo suceso puede descomponerse en suma de un numero finito de
sucesos elementales del algebra:

VM e X,3A4, ,k =1,...,nelementales| M = A + A, +...+ 4,

Veamos que esta descomposicion es Unica, pues si hubieran dos descomposiciones
del mismo suceso se tendria:

M=4+A4,+.+A4,

M=A4+A4,+.+A4,
Siendo elementales los sucesos sumandos de ambas descomposiciones. Bastaria
que solamente uno solo de una de las descomposiciones fuera distinto a los sucesos

de la otra descomposicion para que, al realizar el producto resultara nulo el suceso
M de partida:

Asi, sies 4 # A,i=1,..,n, entonces, los productos son nulos A4,.4, =0, 4.4, =0, ...
AA=0>MA=0+0+..+0=0
Luego, la descomposicién en sumandos de sucesos elementales es Unica.

Corolario 1:
El nimero de elementos de un dlgebra finita de sucesos, 2., es 2", donde es n el
nimero de sucesos elementales de 2’ .
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Demostracioén:

Como todo suceso puede descomponerse en un numero finito de n sucesos
elementales, resulta que los sucesos corresponden a todas las combinaciones
posibles de sucesos elementales del algebra:

card(3) - (8]{3*'"*[”’1 1}@ _

féormula que resulta inmediata de la expresidon del binomio de Newton, pues
haciendo a=1, b=1 en la misma se obtiene:

wowr =3 0Jers 2 =300 (1))

Corolario 2:
Todo algebra finita de sucesos, con n sucesos elementales, es isomorfa al algebra
de Boole P(n) de las partes de un conjunto de n elementos.

Demostracion:
Consideremos el conjunto £, cuyos elementos son los n sucesos elementales del

algebra finita 2.. Sea P(E,) el conjunto de sus partes.

Sabemos que (P(E,),u,N), con la complementariedad, es un Algebra de Boole.
Podemos establecer la correspondencia
fX—->P(E,)
por la condicidn:
VMeX, f(M)=¢, € P(E,)

siendo ¢,, la parte de P(E)constituida por los sucesos elementales cuya suma es

M.

Q= {Aj,j =S, A ..+ A :M}
Trivialmente f'es una biyeccidn que verifica:
a) f)=E, d) f(4+B)= f(4)v f(B)
b) f(0)=¢ e) f(4.B)=f(A)n f(B)
) f(M)=E, - f(M)

Por lo cual, f es isomorfismo entre algebras booleanas.

Esto quiere decir que para todo algebra finita de sucesos es siempre posible
encontrar un algebra de conjuntos isomorfa, en donde al producto de sucesos le
corresponde la interseccion de conjuntos y a la suma de sucesos, la unién de
conjuntos. Asimismo, a la implicacion de sucesos le corresponde la inclusion de
conjuntos, de forma que se induce al algebra de sucesos el orden correspondiente
al algebra de conjuntos, pudiéndose hablar de familias de sucesos maximales,
minimales, etc.

REPRESENTACION DE LAS ALGEBRAS DE SUCESOS POR ALGEBRAS DE
CONJUNTOS

Veremos en este apartado que todo algebra de sucesos, sea finita o no, resulta ser
isomorfa a un algebra de conjuntos, subalgebra del algebra de las partes de un
conjunto. Las operaciones suma y producto de sucesos se traducen, en el algebra
isomorfa, por las operaciones de unién e interseccién de conjuntos. Para hacer este
estudio hemos de considerar familias de sucesos que sin contener al suceso
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imposible, 0, sean cerradas para el producto de sucesos y maximales entre las que
tienen estas propiedades. Son las familias que denominaremos haces de sucesos y
que definimos a continuacion.

Definicion 1

Dada un algebra de sucesos, 2., una familia ¥ de la misma se dice que es un haz
de sucesos si y solo si se verifican las condiciones siguientes:

1) No contiene al suceso imposible: 0 ¢ ¥

2) Es cerrada para el producto: V4, Be>/Ac WY ABe¥Y > ABec¥

3) Es familia maximal entre las que verifican las condiciones 1) y 2), con el orden
inducido por la inclusiéon de conjuntos.

Teorema 05
Para todo haz de sucesos ¥ del dlgebra de sucesos 2., se verifica:

a) I eV

by AeW <> Ae V¥
c) VA,BeY, A+Bec¥Y >Ac¥YVvBeY¥Y

Demostracion:
a) I e¥Y, pues caso contrario la familia ¥Y'=%Y U {I} contendria a Y y verificaria
las condiciones 1) y 2) de la definicidon de haz de sucesos:
1) 0ePAle{l}>0eVPUil}=¥
2) VA,BeV¥Y'—> A.B €Y', pues en todas alternativas se cumple la pertenencia:
-si A, BeY > ABeY¥Y — A.BeY', por hipbtesis.
-siAeVY,Bg¥Y > AceVYAB=1—>AB=Al=4Ac¥Y > AB¥Y'
-si A¢gVY,Beg¥Y >A=1,B=1—>AB=11=1€¥Y'—> ABeV¥Y'
ycomo Y c¥Yu {I}: Y', la familia ¥ no seria maximal, por lo que no seria un
haz de sucesos, contra la hipotesis. Por tanto siempre ha de ser: 1 e ¥ .

b) Ae¥Y < A ¢ Y .Para probar la equivalencia probemos la implicacion en los dos
sentidos:

Ae‘P—)Ze\P, pues caso contrario seria Ae‘P,Ze‘P—)A.Ze‘P—)A.Z=Oe‘P
con lo que la familia¥ no seria un haz de sucesos.
Ag¥ —> A ¥, pues caso contrario consideremos la familia Y, = {A.X/X € ‘P} y
Y'=¥Y UW¥,, que contiene a ¥, verificando las condiciones 1) y
2) de la definicién de haz de sucesos:
1) 0gW¥PAle¥,>0eVYOUY¥Y, =¥"
2) VM ,N e "> M.N €¥", pues se cumple en las tres alternativas:
-si M,Ne¥Y — M.N €Y por hipétesis, luego M.N € V"
-siMeVY,Ne¥Y >Mec¥V,NeV, >Me¥Y)A(QX, eVY/4X,=N)—>
>MN=M(AX,))=AMX)AMX,e¥Y >MNec¥, >MNec¥?"
-siMe¥V,NeV->EX, eV/AX, =M)AEX,e¥Y/4X,,=N)—>
—->MN=(4X,).(4X,)=(44).(X,, X,)=4(X,, . X\ ) A
ANX, XyeVY>MNe¥Y, >MNe¥V"
ycomo ¥ YUY, =Y", lafamilia ¥ no seria maximal, por lo que no seria un

haz de sucesos, contra la hipétesis. Por tanto siempre A gV >A4eV.
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c) VA,Bed,A+Be¥Y —»> Ae¥Y v BeV¥, pues caso contrario se tendria que

AeWY ABgV¥, vy por el apartado b) anterior: ZG‘P/\EE‘P—)Z.EE\P, por lo
gue, aplicando las leyes de De Morgan, A+BeVY. Esto significaria que:
A+Be\P/\A+Be‘I’—>(A+B).(M):06\P—>‘Pno seria haz de sucesos.
Luego, debe cumplirse que 4+ Be¥Y >A4e¥YvBeV.

Teorema 06
Para todo haz de sucesos Y del algebra de sucesos 2., se verifica que si el

producto de dos sucesos pertenece a un haz, entonces ambos sucesos pertenecen a
dicho haz.

VA, Be) ABe¥Y > Ac¥Y ABeY¥Y

Demostracién:
Supongamos que uno de los sucesos, por ejemplo 4, no pertenezca a la familia ¥y

sea la familia Y"=¥Y U¥,, donde es ¥, = {A.X/X € ‘I’} Obviamente, la familia

YY" contiene a ¥ . Veamos que cumple 1) y 2) de la definicién de haz de sucesos.
1) ABeYA0g¥Y 5 AB#0>A4#20>VX eV, AX#20>0e¢¥, >

0¥ Al0eg¥, >0 OUY, =¥"
2) VM ,N e "> M.N €¥", pues se cumple en las tres alternativas:
-si M,Ne¥Y — M.N €Y por hipdtesis, luego M.N € V"
-siMeVY,NeY >Mec¥Y,Ne¥Y, >(Me¥)A@X,eVY/A4X,=N)—>
>MN=M(AX,))=AMX)IAMX,e¥Y >MNec¥, >MNec¥?P"
-siMe¥V,NeV->EX,, eV/AX, =M)AE3X,e¥Y/4X,,=N)—>
—->MN=(4X,).(A4X,)=(44).(X,, X,)=4(X,, . X\ ) A
ANXyXye¥Y->MNe¥Y, >MNe¥?"
ycomo Y YUY, =YY", la familia ¥ no seria maximal, por lo que no seria un
haz de sucesos, contra la hipotesis. Por tanto ha de serd eV .

Corolario (a los teoremas 05 y 06)
Para todo haz de sucesos W del dlgebra de sucesos 2., se verifica que dados dos
sucesos de los cuales un pertenece ¥, se cumple que la suma de ambos pertenece
también a V¥ :

VA, Be) Ac¥YvBeY > A+BeV¥Y
Demostracién:
Veamoslo por reduccién al absurdo: si A+ B¢ Y, por teorema 5,b) se tendra que

A+BeY > ABeV (por De Morgan). Si es, por ejemplo, 4V, se tendra que:
AeYAABeY > A(AB)eY > (4.4A).BeY >0BeY¥Y ->0eV¥
y ¥ no seria un haz de sucesos, luego VA,Be> , Ac¥vBe¥Y >A4A+Be¥

Esto quiere decir, a la vista del teorema 05,c) que se puede escribir la equivalencia:
VA,Be) Ac¥YvBe¥Y <« A+BeV¥

Teorema 07
Para todo suceso 4 de un dalgebra 2. existe siempre un haz de sucesos de 2. al
cual pertenece A4.

VAe, Y hazde )/ Ae ¥
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Demostracion:
Sea ® el conjunto de todas las familias de sucesos de X que conteniendo al
suceso A4 € X verifican las condiciones 1) y 2) de la definicidon de haz de sucesos:

O={p cT/Adecp A0ed, A(YM,,N,c§, >M, N, c¢,),jcJ|
Ordenemos parcialmente por inclusién y extraigamos de ((D,g) una cadena « .
Veamos que M = U{(p/(p € a} es un mayorante de « :

a) Obviamente, Ae M AVpea,pc M

b) 0¢ M,pues 0 p,Vpea

c) VP,OeM,Fpea/P,Qep >PQecpArPQO#0
En definitiva, el conjunto (db,g) es inductivo.

Por el lema de Zorn admite entonces una familia maximal que, por hipdtesis,
contiene a A y verifica las condiciones 1) y 2) de la definicién de haz de sucesos.
Tal familia es, consiguientemente, al ser maximal, un haz de sucesos que contiene
al suceso A.

Teorema 08 (Teorema de Stone)
Toda algebra de sucesos es isomorfa a un algebra de conjuntos.

Demostracion:

Sea X un algebra de sucesos y sea I' el conjunto de todos los haces de sucesos de
Y. Si consideramos un suceso cualquiera A del algebra X, sabemos, por el
teorema 07, que existe al menos un haz de sucesos del algebra al cual pertenece.
Representemos, entonces, por I', al conjunto formado por aquellos haces de

sucesos a los cuales pertenece A. Se tiene, en definitiva:

I ={¥ c /¥ haz de sucesos}, T ,={¥ CZ/¥ haz de sucesos A A € ¥}
Si representamos por p(I') el conjunto de las partes de I', podemos definir la
aplicacion

f:Z- p)
por la condicién:
I',,siA#0
VAeZ, f(A)=
9,51 A=0

Llamemos Q a la imagen de X por f, es decir, Q={f(4)/AeX}
La aplicaciéon f :X — Q es obviamente sobreyectiva, y verifica que:
a) f(A)=T~f(4)
pues por el teorema 5, b): B
Ae¥Y > Ag¥ > Adec¥ > f(A)=T-T,=T-f(4)
b) f(A.B)=f(A) f(B)
pues aplicando la definicion de haz de sucesos y el teorema 06:
VWe f(ANf(B)<>A,BeY <> ABe¥Y < Y e f(4AB)

c) f(A+B)=f(A)v f(B)
pues aplicando el corolario a los teoremas 05 y 06, tenemos:
VWe f(A+B)<> A+BeY > Ae¥YvBeY o Yef(AvW¥Yef(B)«

oWYef(A)ou f(B)
Veamos la inyectividad de la aplicacién f:X — Q. Hemos de comprobar que
f(A)=f(B)—> A=B obienquesi A# B — f(A)# f(B). En efecto:
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A#B—> AAB=(A-B)+(B—A)=AB+B.A#0—> AB#0v B.A#0
Sies AB#0:
AB#0— f(AB)= f(A) N f(B) > VY € f(4B), ¥ e f(AAY e f(B) >
>WYef(AHrYe f(B)— f(A) =+ f(B)
Andlogamente, si es B.A#0
BA#0—> f(B.A) = f(B)n f(A) > VY e f(BA),Y e f(A)AY € f(B) >
>WYef(B)a¥Y ¢ f(A)— f(A)# f(B)
En definitiva, la aplicacion f:X —>Q, al ser biyectiva y estable para la

complementacién, la suma y el producto de sucesos, es un isomorfismo de
algebras, por lo que

Qun)
es un algebra de conjuntos, subalgebra del dlgebra de las partes de I' e isomorfa
al dlgebra X de sucesos aleatorios.

SIGMA-ALGEBRAS

Toda algebra de sucesos, finita o infinita, es, como se ha visto en el anterior
apartado, isomorfa a un algebra de conjuntos, subalgebra del adlgebra de las partes
de un universo dado (conjunto de todos los haces de sucesos del algebra de
sucesos). Sin embargo, sabemos que aunque un algebra de conjuntos es cerrada
para la unidn finita de elementos, es decir, es tal que la unidon de un nimero finito
de elementos es también elemento del algebra, no podemos afirmar que la unién
de un conjunto infinito numerable de elementos del algebra sea también un
elemento del algebra. Necesitamos, para la identificacidon por isomorfismo con
algebras de sucesos, establecer las algebras en las que la unidén infinita numerable
de sus elementos pertenece también al algebra. A estas algebras las Ilamaremos
o —dalgebras (sigma-algebras).

Veremos en este apartado que para todo algebra de sucesos, ¥, isomorfa a una
subalgebraQ del algebra de las partes de un conjunto ', existe una o —dlgebra

minima en p(I") que contiene a la subalgebra Q.

Veamos en primer lugar una condicion suficiente para que un subconjunto de un
algebra booleana sea también algebra booleana.

Teorema 09
Todo conjunto ¢ de partes de un conjunto U (¢ < p(U)) en donde se verifiquen

las dos condiciones siguientes:
a) La unién de un numero finito de elementos del conjunto es elemento del
conjunto:

VA,..4,€ep—>|J4, ep
J=1
b) El complementario de un elemento del conjunto pertenece también al
conjunto:

VAep— Ae 7]
es también un algebra de Boole de conjuntos.

Demostracion:

10
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1) pora): VA,Be @, AU B € ¢ . Por otra parte:

2) por b):VA,Be¢—>2,§e¢—>2u§:me(p—>/lm8€(p
y como p(U) es un dalgebra de Boole y estando ¢ contenida en p(U), las
operaciones de union e interseccién en ¢ tienen las mismas propiedades que en
p(U). Tiene, pues, @, la misma estructura de algebra que p(U).

Definicion 2
Se dice que un conjunto ¢ de partes de un conjunto U (¢ < p(U)) es una
o —algebra si se verifica que:
c) La unién de un ndmero infinito numerable de elementos de ¢ es elemento
del conjunto ¢:

VA,...4;,...€ 0 —> UAJ EQ
=1
d) El complementario de un elemento del conjunto ¢ pertenece también al
conjunto ¢ :
VAep — Ae 10
Esta definicién equivale a afirmar que una o —dlgebra ¢ es un subdlgebra de
p(U)en donde se verifica que la unidon de un numero infinito numerable de
elementos de ¢ pertenece a ¢, en virtud del teorema anterior.

Teorema 10

Para todo conjunto ¢ de partes de un conjunto U, (gogp(U)), existe un
o —algebra que contiene a @ y que es minima entre las que cumplen dicha
inclusién.

Demostracion:
- El conjunto de ®(¢) de laso —dlgebras que contienen a ¢ no es vacio, pues

pU) e d(p).
- Sea @, (¢) la interseccion de todas estas o —algebras: @, (p)= ﬂ@((o) .

- Puesto que la interseccién de una familia de o —dlgebras es también un
o —dalgebra, ya que la interseccién de una familia de dlgebras también lo es, se
tiene que @, (¢) < D(¢), VO(¢) < p(U), es decir, @, (¢)es minima entre todas las
o —algebras que contienen a ¢. Se denomina a @

por @.

(p) o —dlgebra engendrada

m

En definitiva, vemos que todo algebra de sucesos X es isomorfa a un subalgebra
Q) del algebra booleana p(I'), conjunto de las partes de los haces de sucesos de

Y. Si Q no fuera un o —dlgebra, existe entonces, por el teorema 10, una
o —algebra minima @ (Q) que la contiene, que es la o —dlgebra engendrada
por Q.

11
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