CORRESPONDENCIAS,
RELACIONES Y APLICACIONES
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Carlos S. Chinea
0. Introduccion

Es de enorme importancia en el quehacer de la matematica establecer la forma en
que podemos relacionar los elementos de un conjunto con los elementos de otro
conjunto, y también, los elementos de un mismo conjunto entre si. Esto es, de qué
forma podemos establecer relaciones que respeten o no las leyes internas en
conjuntos con algun tipo de estructura algebraica, relaciones que tengan
determinadas propiedades, que se puedan aplicar en la resolucion de tipos
especiales de problemas, etc.

Se trata, en definitiva de establecer cdmo podemos relacionar un elemento con
otro, esto es, establecer la conexién en cada uno de los pares de elementos que se
puedan formar de manera que el primero pertenezca a uno de los conjuntos y el
segundo al otro. Hemos de comenzar, resumiendo esto, por el estudio de los pares
ordenados que podamos establecer desde dos conjuntos dados, es decir, del
producto cartesiano de conjuntos.

1. Sobre el concepto de par ordenado:

De la teoria axiomatica de conjuntos sabemos que, por el axioma 5 (Axioma de
existencia del par no ordenado), es:

(Vx, yXCx A Cy — Cix, »})
esto es, si x e y son conjuntos, entonces el par no ordenado {x,y} es también un
conjunto.

Partiendo de un par no ordenado de objetos {x,y}, podemos configurar un cierto

orden considerando el conjunto de sus partes P({x,y})= {{x}, {y}, {x,y},¢}, pues nos
permite definir los conjuntos

(x,3) = {bx} fx )
(%) = {whix v}

gue llevan implicito un orden en sus dos componentes.

El conjunto (x,y)se denomina par ordenado, de primera componente o proyeccion
X, y de segunda componente o proyeccién y. El segundo, (y,x), es igualmente un

par ordenado donde cambia el orden de sus componentes o proyecciones. Se tiene,
resumiendo, que:



En el par ordenado u = (x,y), se tiene que x = priu, y = pryu.
En el par ordenado v =(y,x), se tiene que x = pru, y = pru.

Podemos, definitivamente, establecer la siguiente definicion:

Definicion 1.1
Dados los objetos x e y, se denomina par ordenado al conjunto binario
(x,y)={x,{x,y}}. Si z=(x,y) es un par ordenado, entonces x se denomina

primera componente o primera proyeccidon del par, e y segunda componente o
segunda proyeccién del par:
X=pnz

Yy =pnz

Teorema 1.1: (Criterio de igualdad de pares ordenados)
Se verifica la equivalencia:
(x,y)=(mpn)>x=mnany=n

Demostracion:

Es inmediato, pues haciendo x=y = (x,y) =(x,x)= {{x}, {x,x}}, y si (x,y)=(m,n),
serad (x,x)=(m,m)= {{m}, {m,m}}:> xX=m
Si consideramos ahora x # y = {{x}, {x,y}}: {{x}, {x,n}}:> {x,y}: {x,n}:> y=n

Definicion 1.2:
- Para tres objetos cualesquiera, x,y,z, se define la terna ordenada por

(x,3,2) = {xh be, y A 32}

que puede expresarse indistintamente por ((x,y),z) o por (x,(y,z)).
- Para n objetos cualesquiera, x,,x,,...,x,, se define la n-upla ordenada de
manera analoga, por

(X, Xy peen X)) = {{xl }, {xl,x2 },...,{xl,xz,...,xn }}

Teorema 1.2: (Criterio de igualdad de ternas y n-uplas ordenadas)
a) (x,y,z)=(m,n,p)=>x=m,y=n,z=p
b) (xl,xz,...,xn)z (Vs Vo V,) =X, =y,i=12,..,n
Demostracion:

Es inmediato, pues se trata de repetir el razonamiento para la igualdad de pares
ordenados.



2. Producto de conjuntos:
Definicion 2.1:

Un conjunto, G, se dice que es un grafo si todos sus elementos son pares
ordenados.

G grafo < G =1{z/z=(x,y)}

Definicion 2.2:

Se denomina producto cartesiano de los conjuntos A y B, representandose por
AxB, al grafo cuyas primeras proyecciones son todos los elementos de 4 y cuyas
segundas proyecciones son todos los elementos de B

P=AxB={(x,y)/xeA/\yeB}

Por abuso del lenguaje se acostumbra a decir que 4 es la primera proyeccion y B es
la segunda proyeccién del producto cartesiano AxB :

A= prP, B= pr,P

Definicion 2.3:
- Para tres conjuntos, 4, B y C, se define su producto cartesiano por

P=AxBxC:{(x,y,z)/xeAAyeB/\zeC}
- Para n conjuntos, 4, ..., A,, se define su producto cartesiano por

P=A4xA4,x.x4, = {(xl,xz,...,xn)/x1 €A AX, €A, NunX, € An}

Teorema 2.1:
Si A y B son no vacios, se verifica que

A# B — AxB # BxA
Demostracion:

SiA#B—>3dxeA/xe¢BviyeB/ye A
Supongamos que Ixe A/x¢ B —>3dxe€ A/ x¢ BAB#¢—>
— Jy e B/(x,y) € AxB A (x,y) & BxA — AxB # BxA
Andlogamente si suponemos que Jy e B/y ¢ A

Teorema 2.2:
Para tres conjuntos no vacios cualesquiera, 4, B, C, se verifica que:

1) Ax(BU C) = (AxB) U (AxC)
2) Ax(B N C) = (4AxB) " (AxC)

Demostracion:



1) Veamos que se verifica la doble inclusién:

V(x,u)e AxX(BUC)—>xe ArueBUC—>xecArucBvueC—
—>(xedrueB)v(xeArueC)—(x,y)e AxBv (x,y) € AxC >
= (x,y) € (4xB) U (4xC)

De lo cual Ax(BU ) < (AxB) U (AxC)
V(x,u) e (AxB)U(AxC)—) (x,u) e(AxB)v(x,u) e(AxC)—)(xe Aru eB)v
v(xeA/\ueC)—)xeA/\(ueAvueC)—)xeAAue(BuC)—)
— (x,y) € Ax(BU C)

Por consiguiente (AxB) U (4AxC) < Ax(Bu C)

Y de la doble inclusién:
Ax(BU C) < (AxB)u (4xC)

} — Ax(BU C) = (A4AxB) U (4AxC)
(AxB)w (AxC) < Ax(BU C)

2) Veamos también que se verifica la doble inclusidn:

‘v’(x,u)eAx(BmC)—>xeA/\ueBmC—>xeA/\ueB/\ueC—>

> (xedAdrueB)A(xeArueC)— (x,y)e AXxBA(x,y) € AxC >

= (x,y) € (4AxB) N (A4xC)
Por tanto es Ax(B N C) < (AxB) N (A4AxC)
V(x,u)e(AxB)m(AxC)%(x,u)e(AxB)/\(x,u)e(AxC)—>(xeA/\u eB)/\
/\(xeA/\ueC)—)xeA/\(ueA/\ueC)—nceA/\ue(BmC)—)
— (x,y) e Ax(BNC)
Por lo que (AxB) N (AxC) < Ax(BNC)

Y por la doble inclusién:
Ax(BNC) < (AxB) N (A4xC)

} —> Ax(BNC) = (AxB) N (AxC)
(AxB) N (AxC) < Ax(BNC)

Teorema 2.3:
Se verifican las siguientes relaciones:

1) (4xB)) v (4,xB,) < (4, Y 4,)x(B, U B,)
2) (AxB,) N (A4,xB,) = (4, N 4,)x(B, N B,)

Demostracion:
1) Veamos que la inclusién solo se verifica en un Unico sentido:

V(a,b) e (Alel )u (A2x32 )= (a,b) € (Al)cB1 )v (a,b) e (Aszz ) -

—)(aeA1 /\beBl)v(aeA2 /\beBz)—>(aeAl vae A,)A(beB vbeB,)—>
—ae(4,Ud,)rbe(B, UB,)— (a,b)e(4, U4,)x(B, UB,)

De donde (4,xB,)w (4,xB,) c (4, W 4,)x(B, UB,)

Veamos que no se verifica la inclusion reciproca:



V(a,b) E(Al qu)x(Bl UBz)_> ac (A1 qu)/\b E(B1 uBz)—> (aed vaed)n
/\(beBlvbeBz)—>((aeAlvaEAZ)/\beBl)v((aeAlvaeAz)/\beBz)—>
—)(aeAl/\beBl)v(aeAz/\beBI)v(aeAl/\beBz)v(aeAz/\beBz)%
— (a,b) € AxB, v (a,b) € A,xB, v (a,b) € AxB, v (a,b) € 4,xB, —
— (a,b) € (4,xB,)U(4,xB, v (a,b) € (4,xB, ) (4,xB,)

Es decir (4, U 4,)x(B, U B,) no esta contenido en (4,xB,) U (4,xB,)

2) Veamos que en este caso si se verifica la doble inclusion:
V(a,b) € (4,xB,)~(4,xB,)— (a,b) € (4,xB,) A (a,b) € (4,xB,) -
—)(aeA1 /\beBI)/\(aeAz/\bef>’2)—>(czeA1 nae A,)N(beB AbeB,)—
—ae(4nA4,)rbe(B NB,)— (a,b)e(4, nA4,)x(B NB,)
Por lo cual (4,xB,)N(A4,xB,) < (4, N A,)x(B,NB,)
V(a,b)e(A1 ﬁAz)x(B1 ﬁBz)—n‘zeA1 NA, AbeB NB, >aec A n
nae A, AbeB AbeB, > (a,b)e AxB, ~n(a,b)e A,xB, >
— (a,b) € (4,xB,) " (4,xB,)
Por lo que (4, N A4,))x(B,NB,) < (A4xB,)N(A4,xB,)

Y de la doble inclusién:
(4,xB,) N (4,xB,) = (4, N A4,)x(B, N B,)

(4 A A)x(B,NB,) < (Alel)m(Aszz)} — (A4,xB)) N (A4,xB,) = (4, N 4,)x(B, " B,)

Teorema 2.4:
Se verifican las relaciones:

1) (4—B)xC = (AxC)—(BxC)
2) (B'xC)c (BxC)'b

Demostracion:
1) Veamos la doble inclusion:
V(a,b)e(A—B)xC—)aeA—B/\bEC—)dEA/\agB/\beC—)

- (a,b) € AxC A (a,b) g BxC — (a,b) € (AxC)—(BxC)

Es decir (4—B)xC < (4AxC)—(BxC)

V(a,b)e (4xC)—(BxC)— (a,b) e (AxC) A (a,b) ¢ (BxC)—> (ac Anb e C)A
/\(agéB/\bEC)—)(aeA/\aeéB)/\beC—nzeA—B/\beC—)

— (a,b)e(4-B)xC

Por tanto, es (AxC)—(BxC)c (A—B)xC

Y por la doble inclusién:
(A-B)xC < (AxC)—(BxC)

(AxC) - (BxC) < (A - B)xc} — (A= B)xC = (4xC) - (BxC)

2) Veamos que en este caso no se verifica la doble inclusidén, sino solo la
inclusién en el sentido indicado:



V(a,h)e(B'xC)—>aecBrbeC —ag BrbeC —(a,b) g BxC — (a,b) € (BxC)
Por consiguiente, es B'xC < (BxC)'

Veamos que no se verifica la inclusion reciproca:
V(a,b) € (BxC)— (a,b) & BxC >(acBAbegC)v(ag BAbeC)v(ag BAbeC)—

— (a,b) € (BxC")v (a,b) € (B'xC)v (a,b) € (BxC)
Por lo cual no necesariamente esta (BxC) contenido en (B'xC)

Teorema 2.5:

Se verifica la asociatividad en el producto cartesiano de conjuntos:
(AxB)xC = Ax(BxC)

Demostracion:

Es inmediato, pues la definicidn lleva implicito que

AxBxC=Ax(BxC):(AxB)xC:{(x,y,z)/xe AnyeBAaze C}



3. Correspondencias

Definicion 3.1:
Una correspondencia entre dos conjuntos, 4 y B, es una terna ordenada,
f= (G;A,B) donde G es un grafo tal que prnGc Ay pr,Gc B.

Definicion 3.2:
Dada la correspondencia f = (G;A,B), si (x,y)€ G, se dice que y corresponde
a x por la correspondencia f, o bien, que y=f{x).

A se llama conjunto inicial o conjunto de partida de la correspondencia:
A=ini f
B se llama conjunto final o conjunto de llegada de la correspondencia:
B=finf
A’ = pr;G se llama conjunto de definicion u original de la correspondencia:
A’ = prG=ori f
B’ = pr,G se llama conjunto de valores o imagen de la correspondencia:

B’ = pr,G=img

A=ini f
oy Y
s Y wa Y
[ ﬁ.p;j\) g
'-. j’!

\\ /

—

A S B~

Teorema 3.1:

Se verifica que:

- para todo elemento del conjunto de definicion de una correspondencia existe
un elemento del conjunto final de modo que el par pertenece al grafo.

- para todo elemento del conjunto de valores de una correspondencia existe un
elemento del conjunto inicial de modo que el par pertenece al grafo.

(Vx)x e prG > @)y e BA(x.y)eG))

(Vy)\y € pr,G © (3x)x e A (x,y)eG))
Demostracion:



Trivial, de la definicion.

Definicion 3.3:
Dada la correspondencia f = (G;A,B), se define, VX c A4:

f(X)z{y/EIxeX/\(x,y)eG}

Obviamente es: f(A4) = {y/EIx e An(x,y) € G} = pr,G

Teorema 3.2:
Sea la correspondencia f = (G;A,B). Se verifica que

XcYcd= f(X)c f(Y)

Demostracion:

Vye f(X),Ixe X A(x,y)eGo>xe X A(x,y)eGAX Y >
>xe¥YA(x,y)eG—>ye f(Y)

por tanto, f(X)c f(Y¥)

Corolario:
Dada la correspondencia f = (G;A,B), se tiene que:

VX A= f(X)c f(A)=pr,G=im f

Teorema 3.3:
Sea la correspondencia f = (G;A,B), y sean U,W < A. Se verifica:
D fOum)=1U)v fW)
2) fUNW)c fUNFIW)
Demostracion:
1) Veamos que se verifica la doble inclusién:
Vne f(UUW),3meU W/ f(m)=n—>3m/meUvmeW/ f(m)e f{U)v
v fm)e fW)— f(m)e fU)O fW)An=f(m)—>ne f(U)O f(W)
por lo cual f(UUW)c fU)Uf(W)
Vne fU)OfW)—>ne f(U)yvne f(W)—>TImeU/ f(m)=nv
vidmeW/f(m)=n—>ImeUUW/ f(m)=n—>ne f(UUW)
cumpliéndose que f(U)u f(W)c f(U W)
y de la doble inclusién:
SUOuwW)c fO)V fW)

f(U)Uf(W)gf(UuW)}_’f(UUWFf(U)Uf(W)

2) Veamos que solamente hay inclusion en un Unico sentido:
‘v’nef(UmW),HmeUmW/f(m):n—>EIm/meU/\meW/f(m)ef(U)/\
ANfm)e fW)— f(m)e fFU)NfW)An=f(m)—>ne fU)Nf(T)
por lo cual f(UmW)v;f(U)mf(W)



Vnef(U)mf(W), dmeUATpeW/ f(m)=nA f(p)=n, sin que tenga que
ser necesariamente m = p.Es decir, tanto m como p pueden no pertenecer a
la interseccion U N"W , por lo que f(m)= f(p)=n no necesariamente ha de

pertenecer a f(UmW), no cumpliéndose, en definitiva, la inclusion
reciproca f(U)NfW)c f(UNW).

Veamos, de todos modos, un contraejemplo simple, donde se comprueba
gue no se da dicha inclusion.

CONTRAEJEMPLO: Sea f =(G;4,B)) con A={a,b,c,d,e}, B=1{0,123}, vy
cuyo grafo es G =1{(,0),(,2),(b,0),(b,1),(b,3),(c,0),(c,1),(d.3),(e,0), (e,3)}
Sean U ={a,b,c},W ={c,d,e}, con lo que U W ={c}. Se tiene:

JW)=10123} f7)= {013} f U W) = {01}, FWYA 7)) =10.13}
Observamos por consiguiente que esf(UmW)cf(U)mf(W), pero no se
verifica que f(U)Nf(W)c f(UW)

Teorema 3.4:
Para cualquier correspondencia f de grafo G se verifica necesariamente

que f(prG)=pr,G.
Demostracion:
Sea f = (G;A,B), se tienen las proyecciones:

prle{xeA/f(x)eB},przG:{xeA/xeprlG/\f(x)eB}
Por teorema 3.2: f(prlG)gf(A) = pr,G.
Vze pr,G,3xe prnGA f(x)=z—z € f(pr,G). O sea: prngf(prlG)

1G = 2G
e C)fc( . ’"G)}eﬂpnG):przG

Definicion 3.4: (grafo reciproco, correspondencia reciproca)
- Dada la correspondencia f = (G; A,B), se llama grafo reciproco del grafo G al

conjunto G ={(y,x)/(x,y) € G}.

es decir: pr,G'=pr,GC B, pr,G'=prGc A
- Se denomina correspondencia reciproca de la correspondencia f = (G; A,B) a
la correspondencia [~ = (G‘I;B,A)

Es obvio que (G*I)f1 =G,porloque (f )" = ((G*I)*I;A,B): (G;4,B)=f

Definicion 3.5: (unidn e interseccion de correspondencias)
- Se define la correspondencia unidon de las correspondencias f:(Gf;A,B) y

g= (Gg;A,B) como la correspondencia fuU g = (Gf uGg;A,B).
- Se llama correspondencia intersecciéon de las correspondencias fz(Gf;A,B)
y g= (Gg;A,B) a la correspondencia fNg :(Gf mGg;A,B).



Definicion 3.6: (grafo complementario, correspondencia complementaria)
- Dada la correspondencia f=(G;A,B), se llama grafo complementario del

grafo G al conjunto G = {(x,y) /(x,y) € AxB A (x,y) ¢ G}
- Se denomina correspondencia _complementaria de la correspondencia
f= (G;A,B) a la correspondencia f = (G;A,B)

Definicion 3.7: (implicacién o inclusidon)
Sean las correspondencias f, = (Gl;A,B) y /5 :(GZ;A,B).
Se dice que f, implica f,, o bien, que f, estd contenida en f, si se verifica
que G, c G,.
i o6 G,

O bien
hef,eGca,

PROPIEDADES. Como vemos, cualquier propiedad de las operaciones antes
definidas se reduce a la propiedad homdénima entre los correspondientes grafos,
es decir, entre conjuntos. Por ello, todas estas operaciones, unidn, interseccién,
complementacion o inclusion, verifican las mismas propiedades que estas
operaciones tienen en la teoria de conjuntos.

Definicion 3.8: (composicion de grafos)
Sean las correspondencias f=(Gf;A,B) y g=(Gg;B,C). Se define la

composicién o producto de Gy por G, como

G, °G, ={(x.2)(@)(v € G, "\ prG, A(x, ) € G, A (3,7 €G, |

Teorema 3.5:
Consideremos las correspondencias f:(Gf;A,B) y g:(Gg;B,C). Los grafos

verifican lo siguiente:
1) G, > G, es un grafo.

2) prG, N prG, #0>G, G, #0
3) pri(G,°G,) c piG,
4) pry(G, 2 G,) < pr,G,

Demostracién:
1) Es obvio, pues se trata de un conjunto de pares ordenados.

2) Por la definicién de composicion de grafos, si fuera Gf o Gg = ¢ entonces se
tendria que no existe un y € pr,G, N prG, /(x,y) € G, A (y,2) € G, por lo
que seria pr,G, N pr,G, =0, por lo cual pr,G, " prG, #0—>G, G, #0.

3) Vx e prl(Gf ° Gg)—> (Ely)(y € pr,G, N prng)/(x,y) €eG, >xeprG,

4) Vze prz(Gf ° Gg)—> (Ely)(y € pr,G, N prG, )/(y,z) €G, >z pnG,

10



Teorema 3.6:
Consideremos las correspondencias f = (Gf;A,B), g= (Gg;B,C)y h= (Gh;C,D).
Se verifican las igualdades siguientes:

1) (G,G,)' =G, -G}’

2) (G,°G,)°G,=G,°(G,°G,)

Demostracion:
1)

(x,2) € (Gf °G, Tl > (z,x)€G, G, © (Ely)(y € pr,G, N prG, A(z,y) e G, A
A(1x)€G,) <> Iy e prG, N prG A(y,2) € G, A(x, ) €G,) &
> (x,z) € G: ° G}l
e . 1~ -1
En definitiva: (Gf o Gg)' =G, oG,
2) Llamemos G, =G,°G, y G,=G,°G,, y probemos que G,°G, =G, G,
Veamos que se verifica, para G, y G, , lo siguiente:
(x,2) € G, > (x,2) € G, o G, &> (Fu)(u € pr,G, N pr,G, A(x,u) e G, A
A (u,z) €G,)
(u,w) e G, <> (u,w) € G, oG, <> (F2)(z € pr,G, N prG, A(u,z) e G, A
A(z,w)eG,)
Por consiguiente:
(x,w) € G, o G, <> (Fz)(z € pr,G, N pr,G, A(x,2) € G, A(2,w) € G,) <>
< (A2)Fu)((x,u) € G, A (u,2) € G, A(z,W) €G,,)

Por lo cual es G,° G, =G, > G,, o bien (Gf ° Gg)o G,=G,o (Gg ° Gh)

Definicion 3.9: (composicion de correspondencias)
Sean las correspondencias f:(Gf;A,B) y g :(Gg;B,C). Se llama composicién

o producto de g por f a la correspondencia cuyo grafo es la composicion de sus

grafos y cuyo conjunto inicial es el conjunto inicial de f, y cuyo conjunto final es
el conjunto final de g:

gof=(G,2G;:4.C)
gjf

7@@\

f-{G;,A,B}\“ 9=(G,;B,C) \ /
B

A
gﬂ-f:(Guﬁqr;Arc}

11



Teorema 3.7:

VX < 4,(ge /)X) = g[f(X)]
Demostracioén:

ye(goNX) o @) (xeXAy=(ge f)x) > @)(xeXA(x,y)eCG,°G,) <>
> (3z)(ze prsz mprng A(x,z) e Gf A(z,y) € Gg) @)@z (z=f(x)A
ry=g(2) o @)re X ny=glf(n]e yeelf ()]

Teorema 3.8:
Cualesquiera que sean las correspondencias f,, f,, f;, se verifica:

1) (fief)efs=heolfz0f3)

2) (fie o) =1 Sy
3) fiofs# fyof,

Demostracién:
1) Es obvio, por la propiedad asociativa del producto de grafos (teorema
3.6_2)).

2) Obvio también, por la propiedad (GfoGg)'lzG;oG}l, probada en el

teorema 3.6_1).
3) Se verifica, al no ser conmutativo el producto de grafos, pues en general, no
estaria definido en uno de los dos sentidos.

Definicion 3.10:
1) Un grafo G es diagonal si se verifica:
V(x,y)eG,x=y

2) Un grafo G se dice univoco si se cumple que:

1

V(x,),(x,y)eG, y=y
3) Un grafo G se dice inyectivo si es

V(x,»),(x",y)eG,x=Xx'
Definicion 3.11:

Sea la correspondencia f:(G;A,B).
1) Se dice que f'es idéntica si su grafo es diagonal

f ideéntica < G diagonal

2) Se dice que f'es univoca si su grafo es univoco.

f univoca < G univoco B
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3) Se dice que f'es inyectiva si su grafo es inyectivo.
[ inyectiva < G inyectivo

4) Se dice que f es suprayectiva si la imagen del conjunto inicial coincide con el
conjunto final.

f suprayectiva < imf = f(A) = finf = B
5) Se dice que f es biyectiva si es inyectiva y también suprayectiva.

f biyectiva <= VY (x,y),(x',y) e G,x=x'nimf = f(A)= finf =B

Teorema 3.9:
Si la correspondencia f = (G;A,B)es idéntica, entonces

f=f"=(G";4,4)

Demostracion:
Si fes idéntica, entonces f =(G;4,4) > V(x,y)eGArx=y > (x,y)eG ' —
5G =G> [=(G";4,4)
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4. Relaciones binarias

Las relaciones binarias son correspondencias de un conjunto 4 en si mismo:
f =(R; A, B) relac. binaria en A <> A= B
donde hemos llamado R al correspondiente grafo.

La notacidn (x,y) € R es, en lo que sigue, equivalente a xRy .

También usaremos R para indicar tanto el nombre de la relacién como el de su
grafo.

Definicion 4.1:

1) R es reflexiva en A< (Vx)(x eAd e (x,x)e R)

2) R es irreflexiva en A< (Vx)(x ede(x,x)¢ R)

3) R es simétrica en A< (Vx)(Vy)((x,y) eRo (y,x)e R)

4) R es asimétrica en 4 < (Vx)(Vy)((x,y) ERO (y,x)¢ R)

5) R es antisimétrica en 4 < (Vx)(Vy)((x, VIERA(Y,X)eER x = y)

6) R es transitiva en 4 <& (Vx)(Vy)(‘v’z)((x,y) ERAN(y,z)ER—(x,2) € R)
7) R es intransitiva en A< (Vx)(Vy ) Vz)(x,y) € RA(y,2) € R = (x,2) € R)

Teorema 4.1:

1) R reflexiva < R reflexiva.

2) Rirreflexiva < R irreflexiva.

3) R simétrica <> R simétrica.

4) R asimétrica < R asimétrica.

5) R antisimétrica < R antisimétrica.
6) R transitiva < R'transitiva.

7) R intransitiva <> R intransitiva.
Demostracion:

1) R reflex <> (Vx)xe An(x,x) e R) > (‘v’x)(x e An(x,x)e R )(—) R 'reflex
2) Rirreflex <> (Vx)x € AA(x,x) & R) <> (Vx)(x e An(x,x) g R )(—) R irreflex
3) R simétr <> (Vx)Vy)x e An((x,y) € R > (y,x) € R)) &
© (Vx)(‘v’y)(x eAn((y,x)eR" > (x,y)e R ))(—) R 'simétr
4) R asimétr <> (Vx)(Vy)(x eAN((x,y)eR < (1,x) ¢ R)) ©
© (Vx)(Vy)(x ceAr(1,x)eR" & (x,y) ¢ Ril))<—> R 'asimétr
5) R antisimétr <> (Vx)(Vy)(x eAn((x,y)eRA(V,x)ER) > x= y) ©
> (Vx)(Vy)(x ceAN((y,x)eR"A(x,y)eR) > x= y)(—) R 'antisimétr
6) R transitiv <> (Vx)(Vy)(Vz)(x eAA((x,y)eRA(V,2)ER) > (x,2) € R) ©
> (Vx)(Vy)(Vz)(x ceAn((y,x)eR "' A(z,y)eRT) > (z,x)e R) <> R 'transitiv
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7) Rintran < (Vx)(Vy)(Vz)(x eAN((x,y)eRA(V,2)ER) > (x,2) ¢ R) >
> (Vx)(Vy)(Vz)(x ceArn((y,x)eR"'A(z,y)eR) > (z,x) ¢ R) <> R'intran
Teorema 4.2:

VR, RU R es simétrica

Demostracion:

Puesto que RUR™ ={(x,»)/(x,y) e Rv (x,y) e R"'}.

Para (x,y) e RUR™ se tiene:

- Si (x,y)e R — (y,x) € R™'. Es decir, en este caso (y,x)e RUR™
-Si (x,)¢R > (x,y)eR" - (y,x)e R, y también (y,x) e RUR™
Por consiguiente:

Y(x,y)e ROUR™" = (y,x) e RUR™ — RU R 'simétrica

4.1. Las Relaciones de Equivalencia

Definicion 4.1.1:
Una relacion binaria R se dice que es de equivalencia si es reflexiva, simétrica y
transitiva.

Definicion 4.1.2:

Si R es una relacién de equivalencia en un conjunto 4, se denomina clase de
equivalencia de representante x € 4 al conjunto de los elementos de 4 que se
relacionan con x por la relacion R.

Teorema 4.1.1:
Sea R es una relacion de equivalencia en un conjunto 4, y sea {[x]}xeA la familia

de las clases de equivalencia de 4 por la relacién R. Entonces dicha familia es
una particion del conjunto A4.

Demostracion:
Se trata de probar que la unidén de todas las clases de equivalencia es el
conjunto 4, y que la interseccion de dos clases cualesquiera es vacia.

1) Veamos que UA[x]: A:
Vxe A, xRx —» Jx|# ¢/ xe[x] > x e uA[x]—>Ag uA[x]
y como, obviamente, uA[x]g A4, se deduce de la doble inclusién que u[x]z A

xed
2) Veamos ahora que V[x], [y], [x]m [y]: /AY [x] = [y]:
Consideremos dos clases distintas [x]:t [y] y veamos una reduccion al absurdo
si suponemos que no son disjuntas:
Si fuera [x]ﬁ [y];t ¢p—>3ze [x]m U]—) ze [x]/\ ze [y]—) XRz AzZRy — xRy —
—xely]ayelx]-[x]=[y], en contradiccién con Ia hipétesis ([x]=[y]).
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Teorema 4.1.2:
Toda particion o clasificacion {pj} de un conjunto A induce una relacién de
equivalencia en 4 cuya particidén coincide con {pj}.
Demostracion:
Definimos la relacion binaria en 4 por la correspondencia f:(R;A,A) en donde
se verifica que el grafo es R:{(x,y)/ﬂpk e{pj}/\(x,yepk)}. Veamos que se
trata de una relacion de equivalencia:
a) Es reflexiva: Vxe 4,3p, € {pj}/xe P, —> xRx
b) Es simétrica: xRy — 3p, € {pj}/x,y € p, > yRx
c) Es transitiva:
ny—)Ekae{pj}/x,yepk { } o
VRz = Tp, < {pj}/y,ZEph}_)yepk NP, > Y€ p, N p, AP, jparticion —
—>p, =P, X, zep, > xRz
Comprobemos ahora que la particion inducida en A4 por la relacion de
equivalencia R coincide con la particion dada:
Sea [x]: {y/ny} ysea p, € {pj}/xepk
Vze[x]—)sz—)z,xepk —>zZEp, —>[x]gpk
Vz e p, —>z,xepkaz—>ze[x]—>pk g[x] } [ ]_pk

Definicion 4.1.3:
Se llama conjunto cociente de la relacion de equivalencia R en el conjunto 4 al
conjunto cuyos elementos son las clases de equivalencia de R en A.

Conjunto cociente: Conj Coc = A/R

4.2. Las Relaciones de Orden

Definicion 4.2.1:
Una relacion R en un conjunto 4 se dice que es de orden si es reflexiva,
simétrica y transitiva.

Vx e A, xRx
R=(R;A,A)deorden < {Vx,ye A, xRy A yRx > x=y
Vx,y,z€ A, xRy A yRz — xRz
Una relacion de orden R en un conjunto A se dird de orden total si dos
elementos cualesquiera de 4 estan relacionados por R.
R =(R; A, A) de orden total < Vx,y € A, xRy v yRx
Se llama primer elemento de un conjunto A ordenado por una relacidon de orden

R a un elemento de 4 que se relaciona con todos los elementos de 4.
R =(R; A, A) de orden, a € A primer elemento < aRx/Vx € A

Un conjunto A4 ordenado por la relacién de orden R se dice que esta bien
ordenado si todo subconjunto M de A admite un primer elemento.
A bien ordenado por R =(R; A, A) < VM < A,3m e M / mRx,Vx e M
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Teorema 4.2.1:
Todo conjunto bien ordenado esta totalmente ordenado.
Demostracion:

Sea A bien ordenado por la relaciéon de orden R. Cualquier subconjunto de A4
tiene un primer elemento. Si consideramos los subconjuntos de A que tienen
solamente dos elementos {x,y}, es claro que uno de ellos es el primero

elemento, x o y. Esto es, xRy o bien yRx. En definitiva:
Vx,y € A, xRy v yRx = A totalmente ordenado

Teorema 4.2.2:
Todo subconjunto de un conjunto bien ordenado esté bien ordenado.
Demostracion:

Sea A un conjunto bien ordenado por la relacién de orden R, y sea Ay un
subconjunto de 4. Si M es subconjunto de 4,y también serd M subconjunto de 4,

y por estar 4 bien ordenado, M tendra un primer elemento, luego 4, también
esta bien ordenado.
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5. Aplicaciones

Definicion 5.1:
Una correspondencia f:(G ;A,B) se denomina aplicacion si es univoca y el
conjunto inicial A coincide con el conjunto de definicién de la correspondencia.
f= (Gf; A,B)aplicacién = f(.x) AY=I ==y
‘ A=orif = prG
Sea la aplicacion fz(G ;A,B). Diremos:
- fes aplicacién inyectiva < (Vxe 4, f(x)=y A f(x,)=y > x, =Xx,)
- [ es aplicacion suprayectiva (o sobreyectiva) < (imf = B)
- f es aplicacion biyectiva <> finyectiva A f suprayectiva <

& (e d f(x)=yAf(5)=y—>x =x,)Alimf = B)
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Definicion 5.2:

Sean f=(Gf;A,B) y g=(Gg;C,D) dos aplicaciones tales que Gf gGg, es
decir, tales que 4= prG, c prG,, y ademas g coincide con fen Ay es B D.
Se dice entonces que g es una prolongaciéon de f en C, o bien, que f es una
restriccion de g en A. Se simboliza por f :g|A

5.1. Composicion de aplicaciones

Teorema 5.1.1:
Sean f = (G(/,;A,B) y g:(Gg;B,C) aplicaciones. Entonces, la correspondencia

gof= (Gg on;A,C) es también una aplicacion.

Demostracién:
Veamos que se cumplen las dos condiciones:

a) G,oG, es univoco:

Sean (x,y) y (x,y’) pertenecientes a este grafo. Veamos que deben coincidir:
(x,y)eG,oG,,Ize B/(x,z)e G, A(z,y) €G,

(x,)eG,0G,,37'e Bl(x,z')e G, A(z',}") €G,
Como Gy es grafo univoco: (x,z)e G, A(x,2')eG, > z=2'
Y como también G; es grafo univoco: (z,y) € G, A(2',)") e G, > (z,y) € G, A
Az, y)eG, > y=)

En definitiva: (feg)(x)=yA(feg)x)=y'"—>y=)
b) El conjunto inicial coincide con A:
Veamos que 4= pr(G,°G,)

pr(G,°G,)=f(prG,)=f"(B)=4

Teorema 5.1.2:
Si f= (GJ,;A,B) y g= (Gg;B, C) son aplicaciones inyectivas, entonces la
composicién f o gtambién lo es.
Demostracion:

(x,)€G, oG, > (FzeBl(x,2) e G, A (z,y) G, G .

‘ - inyectivo N

(x,»)eG, oG, > (3z'e B/(x',z') e G, n(z',y) € G, (G iny
A(z,y)eG, N (Z,y)eG, > z=2") > (G, inyectivo A (x,2) e G, A(X',2) e G, >
—>x=x").
En definitiva: (x,y)€G, oG, A(x',y)€G, oG, - x=x"—>go f inyectiva

Teorema 5.1.3:
Si f:(Gf;A,B) y g:(Gg;B,C) son aplicaciones suprayectivas, entonces la

composicidon f o g también lo es.
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Demostracion:
im = f(A) =B
Jsuprayec = im /= /()= }»im (g/) = (g0 /)A) = glf(4)]=g(B)=C
gsuprayec >img=g(B)=C

0 sea: im (go f)=(go [)(A)=C—>(go f)suprayec

Teorema 5.1.4:

Sean las aplicaciones f = (Gf;A,B) y g= (Gg;B,C), ambas biyectivas. Se

verifica entonces que go f = (Gg °G,;4,C) es aplicacion biyectiva.

Demostracion:

f biyectiva — f inyectiva A [ suprayectiva ) )
S : . ¢t go finyectiva A

g biyectiva — g inyectiva A g sup rayectiva

A go [ suprayectiva— g o f biyectiva

Teorema 5.1.5:
Sean las aplicaciones f = (G_/,;A,B) y g :(Gg;B,C). Si la aplicacion compuesta,

gof= (Gg o Gf;A,C), es inyectiva, entonces f es inyectiva.

Demostracion:
Probaremos el contrarreciproco:

Si f'no es inyectiva— dx,x'e 4,3y € B/x # x'A(x,p),(x",y) € G,
Por ser g aplicacion > 3xe C/(y,z2) € G, > (x,2) € G, oG, A (x',2) € G, oG, A
A X #X'—> go f noinyectiva

Teorema 5.1.6:

Sean las aplicaciones f = (Gf;A,B) y g :(Gg;B,C). Si la aplicacidn compuesta,
gof= (Gg o Gf;A,C), es suprayectiva, entonces g es suprayectiva.
Demostracién:

Probaremos también aqui el teorema contrarreciproco:

g no suprayectiva— im g = g(B) # C = im(go f)=(go f)(A) =g[f(4)]=C -
— go [ no suprayectiva.

Teorema 5.1.7:
Toda aplicacién, f :(Gf;A,B), induce en 4 una particidon o clasificacién y, por
consiguiente, induce una relacién de equivalencia en A4.
Demostracion:
Definiremos una relacion R en 4 usando la aplicacion, para ver luego que R es
una relacion de equivalencia:
x,y€ A, xRy = f(x)= f(y)
(dos elementos de A estan relacionados por R si tienen la misma imagen por la
aplicacion f)
Veamos que es de equivalencia:
a) Es reflexiva: Vxe A4, f(x)= f(x) > xRx

b) Es simétrica: Vx,ye A/xRy — f(x)=f(y)—> f(y)= f(x) > yRx
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c) Es transitiva:  Vx,y,z€ A/xRyAYRz—> f(x)=f(DAf(y)=f(z) >
= f(x)=f(z) > xRz

Teorema 5.1.8:

Dada una aplicacion, f = (G_/.;A,B), existen siempre dos aplicaciones,
1, :(G,A;A,A) y 1, :(GIB;B,B), tales que verifican: fol, = f Al,of=f.
Demostracion:

1,,1, son aplicaciones identidad en 4, B, respectivamente.

Vxed,(fol )x)=fll,()]=fx)> fol,=f
Vxe d,(Iyo f)x)=I[f(0)]=f(x) > o f = f

Teorema 5.1.9:

La composicion de aplicaciones es asociativa.
Demostracién:

Trivial, por la asociatividad de los grafos.

5.2. Teoremas de caracterizacion de aplicaciones

Teorema 5.2.1: (Caracterizacion de aplicaciones)

Dadas las aplicaciones f = (Gf;A,B) y h= (Gh;A,C), se verifica que la
condicidn necesaria y suficiente para que exista una aplicaciéon g :(Gg;B,C) tal
que h=go f es que se cumpla que Vx,x'e 4, f(x)= f(x') > h(x) = h(x").

h
——— __"-'--..5_
! \ ,.’f kY .
|" " " ' [ -
. ! I | I |
i I ¥ |
L} ; .II_III l‘. : ; II_l _."I
A B r3

Demostracion:
a) Veamos que es condicidbn necesaria, esto es, que si existe la
aplicacion g, entonces se cumple la implicacion:

Vx, € 4, h(x) = (g° /)(x) = [/ ()] _ _

v, A B )= (g o Hx =gl f(xz)]}Af(xo—f(xzwg[f(xl)]—g[f(xz)]a
= (g )x)=(ge f)x;,) > h(x) =h(x,)

Veamos ahora que también es condicion suficiente, es decir, que si se
cumple esta implicacion existe la aplicaciéon g tal que go f =h. Primero

haremos la prueba para el caso de que f sea suprayectiva y después
para el caso general:
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b.1) Si f es sobreyectiva, se cumple que f(A4)=B. O sea:
VyeB,Ixe A/l(x,y) e G, n(x,2) €,
Consideremos el grafo G, = {(y,z)/(EIx)(x,y)e G, A (x,z)e Gh} que
definiria la correspondencia g :(Gg;B,C) talque gof=hy
veamos que tal grafo es univoco, es decir, veamos que se cumple
que (¥,2),(y,2,) € Gg =1

V(3,2),(3.2,) € G,., (3x)Ex,)|(x, ), (x,, ) € G, A(x,,2)),(x,,2,) € G, | -
> f(x)=y=f()Ah(x) =2 Ah(x) =2, > f(x)=F(x)A
/\h(xl) =2z /\h(xz) =z, > h(xl) = h(xz) =12
La correspondencia g asi definida verifica por la construccién de su
grafoque h=go f
b2) Sea ahora el caso general, o sea que f(A4)= B'c By consideremos
la aplicacion f'= (Gf;A,B'), es decir, tal que f'(x)= f(x),Vxe 4.
Si consideramos los conjuntos 4,B°,Cy repetimos el proceso del apartado
anterior con el grafo G, = {(y,z)/(EIx)(x,y)e G, A (x,z)e Gh} encontramos

que g'= (Gg,;B',C) es una aplicacién que cumple que h=g' f".
Finalmente, prolongamos g’ en la aplicacién g = (Gg;B,C), cumpliéndose

que h(x)=g'[f'()]=g'[f(x)]=gl[f(x)], de donde h=go f.

Teorema 5.2.2: (Caracterizacion de aplicaciones inyectivas)
Sea la aplicacién f=(Gf;A,B). La condicién necesaria y suficiente para que f

sea inyectiva es que exista una aplicacion gz(Gg;B,A) tal que go f=1,,
dondees /, = (G,A ;A,A), G, = {(x,x)/x € 4} (identidad en 4).

L,
_._,_.-l—l'_ ——-___-j
) _m-_ﬁ-_ o=
Ill-. . .N'llll .l- : , L} g ....- ? H
| 1 |'.lr .'ll I'r. l."l
' | | '- | |
I' | A II I. ||
\ / LY Fa /
R , A "
e i i
A B A

Demostracion:
Basta aplicar el teorema anterior, haciendo C=4 y h=I,, pues dadas las

aplicaciones f:(Gf;A,B), I, :(G,A;A,A) la condicidon necesaria y suficiente
para que exista la aplicacion g = (Gg;B,A) tal que go f =1, es que:
Vx,,x, € 4, f(x)=f(x,) > 1,(x)=1,(x,), es decir:

Vx,x, € A, f(x,)= f(x,) > x, =x, > [ inyectiva
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Teorema 5.2.3: (Caracterizacidon de aplicaciones suprayectivas)
La condicién necesaria y suficiente para que la aplicacién f=(Gf;A,B) sea

sobreyectiva es que exista una aplicacién A= (Gh;B,A) tal que foh=1,,
donde es [, = (G,E;B,B), G, = {(»,y)/y € B} (identidad en B).

It
F—_".—l-"— _-_-H-"‘-hj
_J‘_"_'F—_-]-l_l_-h"'-’_ _Jf"'_____""h._‘_
i ST ey
/ N'll'l 4 A .-".. l."l

Demostracion:
a) Veamos que es condicién suficiente:

vy e B,(f e h)y) = )= 1,() Ah(y) e A>Txe 4, x=h(y) >
- f(0) = fIh]=(f o) =1,(1) =y
En definitiva: Vy € B,3x € A/ f(x) = y — [ sobreyectiva
b) Veamos ahora que también es condicion necesaria:
S sobreyectiva—>VyeB,xe A/ f(x)=y >M = {xeA/f(x)zy}¢¢—>

> Vh(y)eM,,3h=(G,;B,4)/G, = (»,h(») = f(h(y) =(f () =y >
— fog=1,

Teorema 5.2.4: (Caracterizacion de aplicaciones biyectivas)
La condicién necesaria y suficiente para que la aplicaciéon f:(Gf;A,B) sea

biyectiva es que existan aplicaciones g:(Gg;B,A) y h:(Gh;B,A) tales que

verifiquen go f =1, A foh=1,. Ademas, ambas aplicaciones son Unicas, por
lo que g=h.

Demostracion:
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Por el teorema 5.2.2 —finyectiva, ya que existen aplicaciones / y g tales que
hof=1,,8°f=1,

Por el teorema 5.2.3 —f sobreyectiva, ya que existen aplicaciones & y g tales
que foh=1,, fog=1,

Por consiguiente, la aplicacion f es inyectiva y también sobreyectiva, es decir, se

trata de una aplicacion biyectiva.
Veamos ahora que las aplicaciones 4 y g han de coincidir:

Por la propiedad asociativa (go f)oh=go(foh) >, ch=gocl, >h=g
En definitiva:
fbiyectiva(—)Elg:(Gf;B,A)/gof:IA Afog=1I,

La aplicacion g = h que verifica esta condicion se acostumbra a denominar
aplicacion reciproca o inversa de la aplicacion f. Precisamos esto en la siguiente
definicion.

Definicion 5.2.1: (Aplicaciones reciprocas)
Se denomina aplicacion reciproca o aplicacion inversa de la aplicacion

f :(Gf;A,B) a la aplicacién g:(Gg;B,A) talque fog=1,y gof=1,.
Puesto que tal aplicacidn es Unica para cada aplicacion f, por el anterior teorema
5.2.4, podemos representarla por f*1 , por lo que la definicidén puede quedar de

esta forma:
[ aplicacion inversade f < fof =1, /\f_lof:]A

Obviamente, a la vista del teorema 5.2.4., puede decirse que la condicion
necesaria y suficiente para que la aplicacion f sea biyectiva es que exista la
aplicacién inversa o reciproca.

Teorema 5.2.5:
Sean las aplicaciones biyectivas f=(Gf;A,B) y g =(Gg;B,C). Se verifican las

siguientes igualdadeS'

) (gof)'=f"og

o) (/) =s
Demostracion:
a) Bastara componer la aplicaciéon fﬁlo con gof y tener en cuenta la
asociatividad de la composicién de aplicaciones:
(flege(gof)=folyof=flof=1,=fog =(gof)"
b) Puesto que una aplicacion compuesta con su reciproca ha de ser la
aplicacién identidad. Si componemos f'con f resulta f'of =1, de lo

-1

cual deducimos que fes la aplicacién inversade f': f=(f")".
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5.3. Factorizaciéon candnica de las aplicaciones

Definicion 5.3.1:

Si A es un conjunto dotado de una relaciéon de equivalencia R, de la cual es A/R
su conjunto cociente, se denomina aplicacion candnica referida a R a la
aplicacion n, = (G 'A,A/R), es decir, la aplicacién cuyo grafo esta formado por

los pares constituidos por cada elemento x de A4 y la clase de equivalencia /x/ a
la que pertenece: G, = {(x,[x)/x e 4}

Obviamente, la aplicacidon candnica asi definida es siempre sobreyectiva, pues
V[x]e 4/R,3x € A/ny(x)=|x]

Teorema 5.3.1:
Sea la aplicacién f:(Gf;A,B), y sea R la relacién de equivalencia inducida en
A por f, o sea, xRy <> f(x)=f(y), y sea n:(Gn;A,A/R) la correspondiente

aplicacién candnica. Se verifica que:
a) Existen las aplicaciones

al) = (G(/,;A/R,f(A)), con G, = {[x] f(x))/x e 4}, biyectiva.
a2) j=(G,;f(4),B), con G, = {(f(x), [ (x))/x € 4}, inyectiva.

b) f = ] o ¢ on
Demostracion:
a)

al) Veamos que ¢ es aplicacion biyectiva:
al.1) Pr,G, = {{x]/xe 4}=4/R
a1.2) V(] f0) (v f )€ G, /x]= ] = xRy = f(x) = () > univoco
al.3) Pr,G, = {f(x)/x € A} = f(A) —> sobreyectiva

a1.4) V([x} f0)).([v} f())e G,/ f(x) = £(3) = xRy - [x]=[y] > inyectiva
a2) Veamos que j es aplicacion inyectiva:

a2.1) Pr, G, ={f(x)/x € A)}= f(4)
a2.2) V(f(x), S, (S D), S e G,/ f(x)=f(») > f(x)=f(y) >

— univoco e inyectivo
b) veamos que f = jogon:

Vae 4, (jepon)n) = (jep)n)]=(jooNx])= jlelx])]= /lr0]= f

Por tanto: Vx e 4, f(x) = (jogoon)(x)

En definitiva, toda aplicacion puede ser descompuesta en una composicion de
tres aplicaciones, una aplicacion candnica que es suprayectiva, una aplicacion

biyectiva y una aplicacién inyectiva.

Si la aplicacidon dada fuera suprayectiva, entonces bastaria la descomposiciéon en
una aplicacion candnica, suprayectiva, y una aplicacién biyectiva.

Se tienen, en definitiva, los graficos:
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A + B
A
n i
W
]
AB > [(A)
Si f'es suprayectiva:
{
A > B
I
AB
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