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CORRESPONDENCIAS, 
RELACIONES Y APLICACIONES 

ENTRE CONJUNTOS 
 

 
 

Carlos S. Chinea 
 

0. Introducción 
 
Es de enorme importancia en el quehacer de la matemática establecer la forma en 
que podemos relacionar los elementos de un conjunto con los elementos de otro 
conjunto, y también, los elementos de un mismo conjunto entre sí. Esto es,  de qué 
forma podemos establecer relaciones que respeten o no  las leyes internas en 
conjuntos con algún tipo de estructura algebraica, relaciones que tengan 
determinadas propiedades, que se puedan aplicar en la resolución de tipos 
especiales de problemas, etc. 
 
Se trata, en definitiva de establecer cómo podemos relacionar un elemento con 
otro, esto es, establecer la conexión en cada uno de los pares de elementos que se 
puedan formar de manera que el primero pertenezca a uno de los conjuntos y el 
segundo al otro. Hemos de comenzar, resumiendo esto, por el estudio de los pares 
ordenados que podamos establecer desde dos conjuntos dados, es decir, del 
producto cartesiano de conjuntos. 
 
 
 

1. Sobre el concepto de par ordenado: 
 
De la teoría axiomática de conjuntos sabemos que, por el axioma 5 (Axioma de 
existencia del par no ordenado), es: 
 

( ) { }( )yxCCyCxyx ,, →∧∀  

esto es, si x e y son conjuntos, entonces el par no ordenado { }yx,  es también un 
conjunto. 
 
Partiendo de un par no ordenado de objetos { }yx, , podemos configurar un cierto 

orden considerando el conjunto de sus partes { }( ) { } { } { }{ }φ,,,,, yxyxyxP = , pues  nos 
permite definir los conjuntos 
 

{ } { }{ }
{ } { }{ }yxyxy

yxxyx
,,),(
,,),(

=
=

 

 
que llevan implícito un orden en sus dos componentes. 
 
El conjunto ),( yx se denomina par ordenado, de primera componente o proyección 

x, y de segunda componente o proyección y. El segundo, ),( xy , es igualmente un 
par ordenado donde cambia el orden de sus componentes o proyecciones. Se tiene, 
resumiendo, que: 
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En el par ordenado ),( yxu = , se tiene que upryuprx 21 , == . 

En el par ordenado ),( xyv = , se tiene que upryuprx 12 , == . 
 
Podemos, definitivamente, establecer la siguiente definición: 
 
 
Definición 1.1 
Dados los objetos x e y, se denomina par ordenado al conjunto binario 

{ }{ }yxxyx ,,),( = . Si ),( yxz =  es un par ordenado, entonces x se denomina 

primera componente o primera proyección del par, e  y segunda componente o 
segunda proyección del par: 

zpry
zprx

2

1

=
=

 

 
 

Teorema 1.1: (Criterio de igualdad de pares ordenados) 
Se verifica la equivalencia: 

nymxnmyx =∧=⇔= ),(),(  
 

Demostración: 
 
Es inmediato, pues haciendo ( ) { } { }{ }xxxxxyxyx ,,),(, ==⇒= , y si ),(),( nmyx = , 

será { } { }{ } mxmmmmmxx =⇒== ,,),(),(  

Si consideramos ahora { } { }{ } { } { }{ } { } { } nynxyxnxxyxxyx =⇒=⇒=⇒≠ ,,,,,,  
 
 
Definición 1.2: 

- Para tres objetos cualesquiera, x,y,z, se define la terna ordenada por  
 

{ } { } { }{ }zyxyxxzyx ,,,,,),,( =  
 
que puede expresarse indistintamente por )),,(( zyx  o por ( )( )zyx ,, . 

- Para n objetos cualesquiera, nxxx ,...,, 21 , se define la n-upla ordenada de 

manera análoga, por 
 

{ } { } { }{ }nn xxxxxxxxx ,...,,,...,,,),...,,( 2121121 =  

 
 
Teorema 1.2: (Criterio de igualdad de ternas y n-uplas ordenadas) 

a) pznymxpnmzyx ===⇒= ,,),,(),,(  

b) ( ) niyxyyyxxx iinn ,...,2,1,),...,,(,...,, 2121 ==⇒=  

Demostración: 
Es inmediato, pues se trata de repetir el razonamiento para la igualdad de pares 
ordenados. 
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    2. Producto de conjuntos: 
 
Definición 2.1: 
Un conjunto, G, se dice que es un grafo si todos sus elementos son pares 
ordenados. 

 
{ }),(/ yxzzGgrafoG ==⇔  

 
 

Definición 2.2: 
Se denomina producto cartesiano de los conjuntos A y B, representándose por 
AxB , al grafo cuyas primeras proyecciones son todos los elementos de A y cuyas 
segundas proyecciones son todos los elementos de B 
 

{ }ByAxyxAxB ∈∧∈==Ρ /),(  
 
Por abuso del lenguaje se acostumbra a decir que A es la primera proyección y B es 
la segunda proyección del producto cartesiano AxB : 
 

Ρ=Ρ= 21 , prBprA  
 
 
Definición 2.3: 

- Para tres conjuntos, A, B y C, se define su producto cartesiano por 
 

{ }CzByAxzyxAxBxC ∈∧∈∧∈==Ρ /),,(  
 

- Para n conjuntos, A1, …, An, se define su producto cartesiano por 
 

{ }nnnn AxAxAxxxxxAxxAA ∈∧∧∈∧∈==Ρ .../),...,,(... 22112121  

 
 
Teorema 2.1: 
Si A y B son no vacíos, se verifica que  
 

BxAAxBBA ≠→≠  
Demostración: 
 
Si AyByBxAxBA ∉∈∃∨∉∈∃→≠ //  

               Supongamos que →≠∧∉∈∃→∉∈∃ φBBxAxBxAx //  

               BxAAxBBxAyxAxByxBy ≠→∉∧∈∈∃→ ),(),/(  

               Análogamente si suponemos que AyBy ∉∈∃ /  
 
 

Teorema 2.2: 
Para tres conjuntos no vacíos cualesquiera, A, B, C, se verifica que: 
 

 1) )()()( AxCAxBCBAx ∪=∪  

   2) )()()( AxCAxBCBAx ∩=∩  
 
Demostración: 
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1) Veamos que se verifica la doble inclusión: 
 

( )

)()(),(
),(),()()(

),(

AxCAxByx
AxCyxAxByxCuAxBuAx

CuBuAxCBuAxCBAxux

∪∈→
→∈∨∈→∈∧∈∨∈∧∈→
→∈∨∈∧∈→∪∈∧∈→∪∈∀

 

          De lo cual )()()( AxCAxBCBAx ∪⊆∪  

            

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )CBAxyx
CBuAxCuAuAxCuAx

BuAxAxCuxAxBuxAxCAxBux

∪∈→
→∪∈∧∈→∈∨∈∧∈→∈∧∈∨

∨∈∧∈→∈∨∈→∪∈∀

),(

),(),(),(
 

          Por consiguiente )()()( CBAxAxCAxB ∪⊆∪  
 
          Y de la doble inclusión: 

                 )()()(
)()()(
)()()(

AxCAxBCBAx
CBAxAxCAxB

AxCAxBCBAx
∪=∪→





∪⊆∪
∪⊆∪

 

 
2) Veamos también que se verifica la doble inclusión: 

 
( )

)()(),(
),(),()()(

),(

AxCAxByx
AxCyxAxByxCuAxBuAx

CuBuAxCBuAxCBAxux

∩∈→
→∈∧∈→∈∧∈∧∈∧∈→
→∈∧∈∧∈→∩∈∧∈→∩∈∀

 

     Por tanto es )()()( AxCAxBCBAx ∩⊆∩  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )CBAxyx
CBuAxCuAuAxCuAx

BuAxAxCuxAxBuxAxCAxBux

∩∈→
→∩∈∧∈→∈∧∈∧∈→∈∧∈∧

∧∈∧∈→∈∧∈→∩∈∀

),(

),(),(),(
 

     Por lo que )()()( CBAxAxCAxB ∩⊆∩  
 
     Y por la doble inclusión: 

    )()()(
)()()(
)()()(

AxCAxBCBAx
CBAxAxCAxB

AxCAxBCBAx
∩=∩→





∩⊆∩
∩⊆∩

 

 
 
Teorema 2.3: 
Se verifican las siguientes relaciones: 
 
1) )()()()( 21212211 BBxAAxBAxBA ∪∪⊂∪  

2) )()()()( 21212211 BBxAAxBAxBA ∩∩=∩  
 
Demostración: 
1) Veamos que la inclusión solo se verifica en un único sentido: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )21212121

21212211

22112211

),(
)()(

),(),(),(

BBxAAbaBBbAAa
BbBbAaAaBbAaBbAa

xBAbaxBAbaxBAxBAba

∪∪∈→∪∈∧∪∈→
→∈∨∈∧∈∨∈→∈∧∈∨∈∧∈→

→∈∨∈→∪∈∀
 

De donde )()()()( 21212211 BBxAAxBAxBA ∪∪⊂∪  
Veamos que no se verifica la inclusión recíproca: 
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )21122211

22211211

22211211

22112121

2121212121

),(),(
),(),(),(),(

)()()(
)(),(

xBAxBAbaxBAxBAba
xBAbaxBAbaxBAbaxBAba

BbAaBbAaBbAaBbAa
BbAaAaBbAaAaBbBb

AaAaBBbAAaBBxAAba

∪∈∨∪∈→
→∈∨∈∨∈∨∈→

→∈∧∈∨∈∧∈∨∈∧∈∨∈∧∈→
→∈∧∈∨∈∨∈∧∈∨∈→∈∨∈∧

∧∈∨∈→∪∈∧∪∈→∪∪∈∀

 

Es decir )()( 2121 BBxAA ∪∪ no está contenido en )()( 2211 xBAxBA ∪  
 
2) Veamos que en este caso sí se verifica la doble inclusión: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )21212121

21212211

22112211

),(
)()(

),(),(),(

BBxAAbaBBbAAa
BbBbAaAaBbAaBbAa

xBAbaxBAbaxBAxBAba

∩∩∈→∩∈∧∩∈→
→∈∧∈∧∈∧∈→∈∧∈∧∈∧∈→

→∈∧∈→∩∈∀
 

      Por lo cual )()()()( 21212211 BBxAAxBAxBA ∩∩⊆∩  

 

( ) ( )

( ) ( )2211

2211212

121212121

),(
),(),(

),(

xBAxBAba
xBAbaxBAbaBbBbAa

AaBBbAAaBBxAAba

∩∈→
→∈∧∈→∈∧∈∧∈∧

∧∈→∩∈∧∩∈→∩∩∈∀
 

Por lo que )()()()( 22112121 xBAxBABBxAA ∩⊆∩∩  
 

Y de la doble inclusión: 

)()()()(
)()()()(
)()()()(

21212211
22112121

21212211 BBxAAxBAxBA
xBAxBABBxAA
BBxAAxBAxBA

∩∩=∩→




∩⊆∩∩
∩∩⊆∩

 
 

Teorema 2.4: 
Se verifican las relaciones: 

 
1) )()()( BxCAxCxCBA −=−  

2) )'()'( BxCxCB ⊂ b 
 

Demostración: 
1) Veamos la doble inclusión: 

     
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )BxCAxCbaBxCbaAxCba
CbBaAaCbBAaxCBAba

−∈→∉∧∈→
→∈∧∉∧∈→∈∧−∈→−∈∀

,,,
),(

 

      Es decir )()()( BxCAxCxCBA −⊆−  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )xCBAba

CbBAaCbBaAaCbBa
CbAaBxCbaAxCbaBxCAxCba

−∈→
→∈∧−∈→∈∧∉∧∈→∈∧∉∧

∧∈∧∈→∉∧∈→−∈∀

,

,,,
 

Por tanto, es xCBABxCAxC )()()( −⊆−  
 
Y por la doble inclusión: 

)()()(
)()()(

)()()(
BxCAxCxCBA

xCBABxCAxC
BxCAxCxCBA

−=−→




−⊆−
−⊆−

 

 
2) Veamos que en este caso no se verifica la doble inclusión, sino solo la 

inclusión en el sentido indicado: 
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( ) ( )'),(),(''),( BxCbaBxCbaCbBaCbBaxCBba ∈→∉→∈∧∉→∈∧∈→∈∀  

Por consiguiente, es ( )'' BxCxCB ⊆  
Veamos que no se verifica la inclusión recíproca: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )'),('),('),(

),('),(
BxCbaxCBbaBxCba

CbBaCbBaCbBaBxCbaBxCba
∈∨∈∨∈→

→∉∧∉∨∈∧∉∨∉∧∈→∉→∈∀
 

Por lo cual no necesariamente está ( )'BxC contenido en ( )xCB'  
 
 
Teorema 2.5: 
Se verifica la asociatividad en el producto cartesiano de conjuntos: 
 

)()( BxCAxxCAxB =  
 
Demostración: 
 
Es inmediato, pues la definición lleva implícito que 
 

{ }CzByAxzyxxCAxBBxCAxAxBxC ∈∧∈∧∈=== /),,()()(  
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3. Correspondencias 
 
Definición 3.1: 
Una correspondencia entre dos conjuntos, A y B, es una terna ordenada, 

( )BAGf ,;=  donde G es un grafo tal que AGpr ⊆1  y  BGpr ⊆2 . 
 
 
Definición 3.2: 
Dada la correspondencia ( )BAGf ,;= , si Gyx ∈),( , se dice que y corresponde 

a x por la correspondencia f, o bien, que y=f(x). 
 
A se llama conjunto inicial o conjunto de partida de la correspondencia: 
 

finiA =  
 
B se llama conjunto final o conjunto de llegada de la correspondencia: 
 

ffinB =  
 

GprA 1
0 =  se llama conjunto de definición u original de la correspondencia: 

 

foriGprA == 1
0  

 

GprB 2
0 =  se llama conjunto de valores o imagen de la correspondencia: 

 

fimgGprB == 2
0  

 

 
 

Teorema 3.1: 
Se verifica que: 
- para todo elemento del conjunto de definición de una correspondencia existe 
un elemento del conjunto final de modo que el par pertenece al grafo. 
- para todo elemento del conjunto de valores de una correspondencia existe un 
elemento del conjunto inicial de modo que el par pertenece al grafo. 
 

( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )( )( )GyxAxxGpryy

GyxByyGprxx
∈∧∈∃↔∈∀
∈∧∈∃↔∈∀

,
,

2

1  

Demostración: 
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Trivial, de la definición. 
 
 
Definición 3.3: 
Dada la correspondencia ( )BAGf ,;= , se define, AX ⊆∀ : 
 

{ }GyxXxyXf ∈∧∈∃= ),(/)(  
 
Obviamente es: { } GprGyxAxyAf 2),(/)( =∈∧∈∃=  
 
 
Teorema 3.2: 
Sea la correspondencia ( )BAGf ,;= . Se verifica que 
 

)()( YfXfAYX ⊆⇒⊆⊆  
 
Demostración: 

)(),(
),(),(),(

YfyGyxYx
YXGyxXxGyxXxXfy

∈→∈∧∈→
→⊆∧∈∧∈→∈∧∈∃∈∀

 

por tanto, )()( YfXf ⊆  
 
Corolario: 
Dada la correspondencia ( )BAGf ,;= , se tiene que: 
 

fimGprAfXfAX ==⊆⇒⊆∀ 2)()(  
 
 
Teorema 3.3: 
Sea la correspondencia ( )BAGf ,;= , y sean AWU ⊆, . Se verifica: 

1) )()()( WfUfWUf ∪=∪  

2) )()()( WfUfWUf ∩⊆∩  
Demostración: 
1) Veamos que se verifica la doble inclusión: 

     
( )

)()()()()()()()(
)()(//)(/,

WfUfnmfnWfUfmfWfmf
UfmfWmUmmnmfWUmWUfn

∪∈→=∧∪∈→∈∨
∨∈∈∨∈∃→=∪∈∃∪∈∀

 

           por lo cual ( ) )()( WfUfWUf ∪⊆∪  

           
)()(/)(/

)(/)()()()(
WUfnnmfWUmnmfWm

nmfUmWfnUfnWfUfn
∪∈→=∪∈∃→=∈∃∨

∨=∈∃→∈∨∈→∪∈∀
 

           cumpliéndose que ( ) ( ) ( )WUfWfUf ∪⊆∪  
           y de la doble inclusión: 

)()()(
)()()(
)()()(

WfUfWUf
WUfWfUf
WfUfWUf

∪=∪→




∪⊆∪
∪⊆∪

 

 
2) Veamos que solamente hay inclusión en un único sentido: 

( )
)()()()()()()()(

)()(//)(/,
WfUfnmfnWfUfmfWfmf

UfmfWmUmmnmfWUmWUfn
∩∈→=∧∩∈→∈∧

∧∈∈∧∈∃→=∩∈∃∩∈∀
 

           por lo cual ( ) )()( WfUfWUf ∩⊆∩  
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( ) ( ) ,)()(/, npfnmfWpUmWfUfn =∧=∈∃∧∈∃∩∈∀  sin que tenga que 

ser necesariamente .pm = Es decir, tanto m como p pueden no pertenecer a 

la intersección WU ∩ , por lo que npfmf == )()(  no necesariamente ha de 

pertenecer a ( )WUf ∩ , no cumpliéndose, en definitiva, la inclusión 

recíproca )()()( WUfWfUf ∩⊆∩ . 
Veamos, de todos modos, un contraejemplo simple, donde se comprueba 
que no se da dicha inclusión. 
 
CONTRAEJEMPLO: Sea ( )),; BAGf =  con { }edcbaA ,,,,= , { }3,2,1,0=B , y 

cuyo grafo es { })3,(),0,(),3,(),1,(),0,(),3,(),1,(),0,(),2,(),0,( eedccbbbaaG =  

Sean { } { }edcWcbaU ,,,,, == , con lo que { }cWU =∩ . Se tiene: 

{ } ( ) { } { }1,0)(,3,1,0,3,2,1,0)( =∩== WUfWfUf ,  { }3,1,0)()( =∩ WfUf  

Observamos por consiguiente que es ( ) )()( WfUfWUf ∩⊂∩ , pero no se 

verifica que )()()( WUfWfUf ∩⊂∩  
 
 

     Teorema 3.4: 
     Para cualquier correspondencia f  de grafo G  se verifica necesariamente  

     que ( ) GprGprf 21 = . 
     Demostración: 
     Sea ( )BAGf ,;= , se tienen las proyecciones: 

{ } { }BxfGprxAxGprBxfAxGpr ∈∧∈∈=∈∈= )(/,)(/ 121  

Por teorema 3.2: ( ) GprAfGprf 21 )( =⊆ . 

)()(, 112 GprfzzxfGprxGprz ∈→=∧∈∃∈∀ . O sea: ( )GprfGpr 12 ⊆  

( ) GprGprf
GprfGpr
GprGprf

21
12

21 )(
)(

=→




⊆
⊆

 

 
 
Definición 3.4: (grafo recíproco, correspondencia recíproca) 
- Dada la correspondencia ( )BAGf ,;= , se llama grafo recíproco del grafo G al 

conjunto  { }GyxxyG ∈=− ),/(),(1 .  

             es decir:  BGprGpr ⊆=−
2

1
1 , AGprGpr ⊆=−

1
1

2  

- Se denomina correspondencia recíproca de la correspondencia ( )BAGf ,;=  a 

la correspondencia  ( )ABGf ,;11 −− =  

Es obvio que ( ) GG =
−− 11 , por lo que ( ) ( ) fBAGBAGf === −−−− ,;,;)()( 1111  

 
 

    Definición 3.5: (unión e intersección de correspondencias) 
- Se define la correspondencia unión de las correspondencias ( )BAGf f ,;=  y 

( )BAGg g ,;=  como la correspondencia ( )BAGGgf gf ,;∪=∪ . 

- Se llama correspondencia intersección de las correspondencias ( )BAGf f ,;=  

y ( )BAGg g ,;=  a la correspondencia ( )BAGGgf gf ,;∩=∩ . 
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Definición 3.6: (grafo complementario, correspondencia complementaria) 
- Dada la correspondencia ( )BAGf ,;= , se llama grafo complementario del 

grafo G al conjunto { }GyxAxByxyxG ∉∧∈= ),(),/(),(  
- Se denomina correspondencia complementaria de la correspondencia 

( )BAGf ,;=  a la correspondencia  ( )BAGf ,;=  
 
  
Definición 3.7: (implicación o inclusión) 
Sean las correspondencias ( )BAGf ,;11 =  y ( )BAGf ,;22 = . 

Se dice que 1f  implica 2f , o bien, que 1f  está contenida en 2f  si se verifica 

que 21 GG ⊆ . 

2121 GGff ⊆⇔→  
 
O bien 

2121 GGff ⊆⇔⊆  
 
 
PROPIEDADES. Como vemos, cualquier propiedad de las operaciones antes 
definidas se reduce a la propiedad homónima entre los correspondientes grafos, 
es decir, entre conjuntos. Por ello, todas estas operaciones, unión, intersección, 
complementación o inclusión, verifican las mismas propiedades que estas 
operaciones tienen en la teoría de conjuntos. 
 
 
Definición 3.8: (composición de grafos) 
Sean las correspondencias ( )BAGf f ,;=  y ( )CBGg g ,;= . Se define la 

composición o producto de Gf por Gg como 
 

( ){ }gfgfgf GzyGyxGprGpryyzxGG ∈∧∈∧∩∈∃= ),(),()(/(, 12o  

 
 
Teorema 3.5: 
Consideremos las correspondencias ( )BAGf f ,;=  y ( )CBGg g ,;= . Los grafos 

verifican lo siguiente: 
1) gf GG o es un grafo. 

2) 0012 ≠→≠∩ gfgf GGGprGpr o  

3) fgf GprGGpr 11 )( ⊆o  

4) ggf GprGGpr 22 )( ⊆o  

Demostración: 
1) Es obvio, pues se trata de un conjunto de pares ordenados. 
2) Por la definición de composición de grafos, si fuera φ=gf GG o  entonces se 

tendría que no existe un gfgf GzyGyxGprGpry ∈∧∈∩∈ ),(),/(12 , por lo 

que sería 012 =∩ gf GprGpr , por lo cual 0012 ≠→≠∩ gfgf GGGprGpr o . 

3) ( ) ( )( ) ffgfgf GprxGyxGprGpryyGGprx 1121 ),/( ∈→∈∩∈∃→∈∀ o  

4) ( ) ( )( ) gggfgf GprzGzyGprGpryyGGprz 2122 ),/( ∈→∈∩∈∃→∈∀ o  
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Teorema 3.6: 
Consideremos las correspondencias ( )BAGf f ,;= , ( )CBGg g ,;= y ( )DCGh h ,;= . 

Se verifican las igualdades siguientes: 

1) ( ) 111 −−− = fggf GGGG oo  

2) ( ) ( )hgfhgf GGGGGG oooo =  

Demostración: 
1) 

( ) ( )

11

111
1

1
2

12
1

),(

)),(),()(()),(

),((),(),(

−−

−−−−

−

∈↔

↔∈∧∈∧∩∈∃↔∈∧

∧∈∧∩∈∃↔∈↔∈

fg

gffgg

fgfgfgf

GGzx

GyxGzyGprGpryyGxy

GyzGprGpryyGGxzGGzx

o

oo

 

        En definitiva: ( ) 111 −−− = fggf GGGG oo  

2) Llamemos gf GGG o=1  y hg GGG o=2 , y probemos que 21 GGGG fh oo =  

    Veamos que se verifica, para 1G  y 2G , lo siguiente: 

    a) 
)),(

),()((),(),( 121

g

fgfgf

Gzu
GuxGprGpruuGGzxGzx

∈∧

∧∈∧∩∈∃↔∈↔∈ o
 

    b) 
)),(

),()((),(),( 122

h

ghghg

Gwz
GzuGprGprzzGGwuGwu

∈∧

∧∈∧∩∈∃↔∈↔∈ o
 

     Por consiguiente: 

   
)),(),(),)(()((

)),(),()((),( 11121

hgf

hhh

GwzGzuGuxuz
GwzGzxGprGprzzGGwx

∈∧∈∧∈∃∃↔
↔∈∧∈∧∩∈∃↔∈ o

 

    
     Por lo cual es 21 GGGG fh oo = , o bien ( ) ( )hgfhgf GGGGGG oooo =  

 
 
Definición 3.9: (composición de correspondencias) 
Sean las correspondencias ( )BAGf f ,;=  y ( )CBGg g ,;= . Se llama composición 

o producto de g por f a la correspondencia cuyo grafo es la composición de sus 
grafos y cuyo conjunto inicial es el conjunto inicial de f, y cuyo conjunto final es 
el conjunto final de g: 
 

( )CAGGfg fg ,;oo =  
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Teorema 3.7: 
 

[ ])())((, XfgXfgAX =⊆∀ o  
Demostración: 

[ ] [ ])()()(())(
)()()(()),(),()((

)),()(()))(()(())((

12

XfgyxfgyXxxzgy
xfzzxGyzGzxGprGprzz

GGyxXxxxfgyXxxXfgy

gfgf

gf

∈↔=∧∈∃↔=∧

∧=∃∃↔∈∧∈∧∩∈∃↔

↔∈∧∈∃↔=∧∈∃↔∈ ooo

 

 
 
Teorema 3.8: 
  Cualesquiera que sean las correspondencias 321 ,, fff , se verifica: 

1) )()( 321321 ffffff oooo =  

2) ( ) 1
2

1
1

1
21

−−− = ffff oo  

3) 1221 ffff oo ≠  
Demostración: 
1) Es obvio, por la propiedad asociativa del producto de grafos (teorema 

3.6_2)). 

2) Obvio también, por la propiedad ( ) 111 −−− = fggf GGGG oo , probada en el 

teorema 3.6_1). 
3) Se verifica, al no ser conmutativo el producto de grafos, pues en general, no 

estaría definido en uno de los dos sentidos. 
 
 

Definición 3.10: 
 
1) Un grafo G es diagonal si se verifica: 

 
yxGyx =∈∀ ,),(  

 
2) Un grafo G se dice unívoco si se cumple que: 

 
',)',(),,( yyGyxyx =∈∀  

 
3) Un grafo G se dice inyectivo si es 

 
',),'(),,( xxGyxyx =∈∀  

 
 
Definición 3.11: 
Sea la correspondencia ( )BAGf ,;= .  

1) Se dice que f es idéntica si su grafo es diagonal 
 

diagonalGidénticaf ⇔  
 

2) Se dice que f es unívoca si su grafo es unívoco. 
 

unívocoGunívocaf ⇔ B 
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3) Se dice que f es inyectiva si su grafo es inyectivo. 

 
inyectivoGinyectivaf ⇔  

 
4) Se dice que f es suprayectiva si la imagen del conjunto inicial coincide con el 

conjunto final. 
 

BfAfimfrayectivaf ===⇔ inf)(sup  
 

5) Se dice que f es biyectiva si es inyectiva y también suprayectiva. 
 

BfAfimfxxGyxyxbiyectivaf ===∧=∈∀⇔ inf)(',),'(),,(  
 

 
 
Teorema 3.9: 
Si la correspondencia  ( )BAGf ,;= es idéntica, entonces 

 

( )AAGff ,;11 −− ==  
 

Demostración: 

Si f es idéntica, entonces ( ) →∈→=∧∈∀→= −1),(),(,; GyxyxGyxAAGf  

( )AAGfGG ,;11 −− =→=→  
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4. Relaciones binarias 
 
Las relaciones binarias son correspondencias de un conjunto A en sí mismo: 
 

( ) BAAenbinariarelacBARf =⇔= .,;  
 
donde hemos llamado R al correspondiente grafo. 
 
La notación Ryx ∈),(  es, en lo que sigue, equivalente a xRy . 
 
También usaremos R para indicar tanto el nombre de la relación como el de su 
grafo. 
 
 
Definición 4.1: 
1) R es reflexiva en A ( )RxxAxx ∈↔∈∀⇔ ),()(  

2) R es irreflexiva en A ( )RxxAxx ∉↔∈∀⇔ ),()(  

3) R es simétrica en A ( )( )RxyRyxyx ∈↔∈∀∀⇔ ),(),()(  

4) R es asimétrica en A ( )( )RxyRyxyx ∉↔∈∀∀⇔ ),(),()(  

5) R es antisimétrica en A ( )( )yxRxyRyxyx =↔∈∧∈∀∀⇔ ),(),()(  

6) R es transitiva en A ( )( )( )RzxRzyRyxzyx ∈→∈∧∈∀∀∀⇔ ),(),(),()(  

7) R es intransitiva en A ( )( )( )RzxRzyRyxzyx ∉→∈∧∈∀∀∀⇔ ),(),(),()(  
 
 
Teorema 4.1: 

1) R reflexiva 1−⇔ R reflexiva.  

2) R irreflexiva 1−⇔ R irreflexiva.  

3) R simétrica 1−⇔ R simétrica.  

4) R asimétrica 1−⇔ R asimétrica.  

5) R antisimétrica 1−⇔ R antisimétrica.  

6) R transitiva 1−⇔ R transitiva. 

7) R intransitiva 1−⇔ R intransitiva.  
 Demostración: 

1) ( )( ) ( )( ) reflexRRxxAxxRxxAxxreflexR 11),(),( −− ↔∈∧∈∀↔∈∧∈∀↔  

2) ( )( ) ( )( ) irreflexRRxxAxxRxxAxxirreflexR 11),(),( −− ↔∉∧∈∀↔∉∧∈∀↔  

3) ( )( )( )↔∈→∈∧∈∀∀↔ )),(),(( RxyRyxAxyxsimétrR  

   ( )( )( ) simétrRRyxRxyAxyx 111 )),(),(( −−− ↔∈→∈∧∈∀∀↔  

4) ( )( )( )↔∉↔∈∧∈∀∀↔ )),(),(( RxyRyxAxyxasimétrR  

   ( )( )( ) asimétrRRyxRxyAxyx 111 )),(),(( −−− ↔∉↔∈∧∈∀∀↔  

5) ( )( )( )↔=→∈∧∈∧∈∀∀↔ yxRxyRyxAxyxantisimétrR )),(),((  

   ( )( )( ) antisimétrRyxRyxRxyAxyx 111 )),(),(( −−− ↔=→∈∧∈∧∈∀∀↔  

6) ( )( )( )( )↔∈→∈∧∈∧∈∀∀∀↔ RzxRzyRyxAxzyxtransitivR ),()),(),((  

   ( )( )( )( ) transitivRRxzRyzRxyAxzyx 111 ),()),(),(( −−− ↔∈→∈∧∈∧∈∀∀∀↔  
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7) ( )( )( )( )↔∉→∈∧∈∧∈∀∀∀↔ RzxRzyRyxAxzyxranR ),()),(),((int  

   ( )( )( )( ) ranRRxzRyzRxyAxzyx int),()),(),(( 111 −−− ↔∉→∈∧∈∧∈∀∀∀↔  
Teorema 4.2: 
 

1, −∪∀ RRR es simétrica 
 
Demostración: 

Puesto que { }11 ),(),/(),( −− ∈∨∈=∪ RyxRyxyxRR . 

Para 1),( −∪∈ RRyx  se tiene: 

- Si 1),(),( −∈→∈ RxyRyx . Es decir, en este caso 1),( −∪∈ RRxy  

- Si RxyRyxRyx ∈→∈→∉ − ),(),(),( 1 , y también 1),( −∪∈ RRxy  
Por consiguiente: 

simétricaRRRRxyRRyx 111 ),(),( −−− ∪→∪∈→∪∈∀  
 
 
 
 
4.1. Las Relaciones de Equivalencia 
 
Definición 4.1.1: 
Una relación binaria R se dice que es de equivalencia si es reflexiva, simétrica y 
transitiva. 
 
 
Definición 4.1.2: 
Si R es una relación de equivalencia en un conjunto A, se denomina clase de 
equivalencia de representante Ax∈  al conjunto de los elementos de A que se 
relacionan con x por la relación R. 
 
 
Teorema 4.1.1: 
Sea R es una relación de equivalencia en un conjunto A, y sea [ ]{ } Axx ∈ la familia 

de las clases de equivalencia de A por la relación R. Entonces dicha familia es 
una partición del conjunto A. 
 
Demostración: 
Se trata de probar que la unión de todas las clases de equivalencia es el 
conjunto A, y que la intersección de dos clases cualesquiera es vacía. 
1) Veamos que [ ] AxU

Ax
=

∈
: 

[ ] [ ] [ ] [ ]xAxxxxxxRxAx
AxAx ∈∈

∪⊆→∪∈→∈≠∃→∈∀ /, φ  

y como, obviamente, [ ] Ax
Ax

⊆∪
∈

, se deduce de la doble inclusión que [ ] Ax
Ax

=∪
∈

 

2) Veamos ahora que [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]yxyxyx =∨=∩∀ φ,, : 

Consideremos dos clases distintas [ ] [ ]yx ≠  y veamos una reducción al absurdo 
si suponemos que no son disjuntas: 

     Si fuera [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] →→∧→∈∧∈→∩∈∃→≠∩ xRyzRyxRzyzxzyxzyx φ  

     [ ] [ ] [ ] [ ]yxxyyx =→∈∧∈→ , en contradicción con la hipótesis ( [ ] [ ]yx ≠ ). 
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Teorema 4.1.2: 
Toda partición o clasificación { }jp  de un conjunto A induce una relación de 

equivalencia en A cuya partición coincide con { }jp . 

Demostración: 
Definimos la relación binaria en A por la correspondencia ( )AARf ,;=  en donde 

se verifica que el grafo es { }{ }),(/),( kjk pyxppyxR ∈∧∈∃= . Veamos que se 

trata de una relación de equivalencia: 
a) Es reflexiva: { } xRxpxppAx kjk →∈∈∃∈∀ /,  

b) Es simétrica: { } yRxpyxppxRy kjk →∈∈∃→ ,/  

c) Es transitiva:  
{ }
{ } { } →∧∩∈→∩∈→





∈∈∃→
∈∈∃→

particionpppyppy
pzyppyRz
pyxppxRy

jhkhk
hjh

kjk

,/
,/

 

           xRzpzxpp khk →∈↔=→ ,  

Comprobemos ahora que la partición inducida en A por la relación de 
equivalencia R coincide con la partición dada: 
Sea  [ ] { }xRyyx /=  y sea { } kjk pxpp ∈∈ /  

[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] k

kkk

kkk px
xpxzxRzpxzpz
pxpzpxzzRxxz

=→




⊆→∈→∈→∈∀
⊆→∈→∈→→∈∀

,
,

 

 
 
Definición 4.1.3: 
Se llama conjunto cociente de la relación de equivalencia R en el conjunto A al 
conjunto cuyos elementos son las clases de equivalencia de R en A. 
 
Conjunto cociente: RACocConj /=  
 
 
4.2. Las Relaciones de Orden 
 
Definición 4.2.1: 
Una relación R en un conjunto A se dice que es de orden si es reflexiva, 
simétrica y transitiva. 









→∧∈∀
=→∧∈∀

∈∀
⇔=

xRzyRzxRyAzyx
yxyRxxRyAyx

xRxAx
ordendeAARR

,,,
,,

,
),;(  

Una relación de orden R en un conjunto A se dirá de orden total si dos 
elementos cualesquiera de A están relacionados por R. 

yRxxRyAyxtotalordendeAARR ∨∈∀⇔= ,,),;(  

Se llama primer elemento de un conjunto A ordenado por una relación de orden 
R a un elemento de A que se relaciona con todos los elementos de A. 

AxaRxelementoprimerAaordendeAARR ∈∀⇔∈= /,),;(  

Un conjunto A ordenado por la relación de orden R se dice que está bien 
ordenado si todo subconjunto M de A admite un primer elemento. 

MxmRxMmAMAARRporordenadobienA ∈∀∈∃⊆∀⇔= ,/,),;(  
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Teorema 4.2.1: 
Todo conjunto bien ordenado está totalmente ordenado. 
Demostración: 
Sea A bien ordenado por la relación de orden R. Cualquier subconjunto de A 
tiene un primer elemento. Si consideramos los subconjuntos de A que tienen 
solamente dos elementos { }yx, , es claro que uno de ellos es el primero 

elemento, x o y. Esto es, xRy o bien yRx. En definitiva: 
ordenadototalmenteAyRxxRyAyx ⇒∨∈∀ ,,  

 
 
Teorema 4.2.2: 
Todo subconjunto de un conjunto bien ordenado está bien ordenado. 
Demostración: 
Sea A un conjunto bien ordenado por la relación de orden R, y sea A0 un 
subconjunto de A. Si M es subconjunto de A0 también será M subconjunto de A, 
y por estar A bien ordenado, M tendrá un primer elemento, luego A0 también 
está bien ordenado. 
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5. Aplicaciones 
 
Definición 5.1: 
Una correspondencia ( )BAGf f ,;=  se denomina aplicación si es unívoca y el 

conjunto inicial A coincide con el conjunto de definición de la correspondencia. 

( )




==
=→=∧=

↔=
GprorifA

yyxfyxfy
aplicaciónBAGf f

1

')(')(
,;  

Sea la aplicación ( )BAGf f ,;= . Diremos: 

- f es aplicación inyectiva ))()(,( 2121 xxyxfyxfAx =→=∧=∈∀⇔  

- f es aplicación suprayectiva (o sobreyectiva) )( Bimf =⇔  

- f es aplicación biyectiva ⇔ f inyectiva ∧  f suprayectiva⇔  

                              )())()(,( 2121 BimfxxyxfyxfAx =∧=→=∧=∈∀⇔  
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Definición 5.2: 
Sean ( )BAGf f ,;=  y ( )DCGg g ,;=  dos aplicaciones tales que gf GG ⊆ , es 

decir, tales que gf GprGprA 11 ⊆= , y además g coincide con f en A y es .DB ⊆  

Se dice entonces que g es una prolongación de f en C, o bien, que f es una 

restricción de g en A. Se simboliza por 
A

gf =  

 
 
 
5.1. Composición de aplicaciones 
 
Teorema 5.1.1: 
Sean ( )BAGf f ,;=  y ( )CBGg g ,;=   aplicaciones. Entonces, la correspondencia 

( )CAGGfg fg ,;oo =  es también una aplicación. 

Demostración: 
Veamos que se cumplen las dos condiciones: 
a) fg GG o  es unívoco: 

Sean (x,y) y (x,y’) pertenecientes a este grafo. Veamos que deben coincidir: 
( )
( ) gffg

gffg

GyzGzxBzGGyx
GyzGzxBzGGyx
∈∧∈∈∃∈

∈∧∈∈∃∈
)','()',/(',',

),(),/(,,
o

o
 

Como Gf  es grafo unívoco: ')',(),( zzGzxGzx ff =→∈∧∈  

Y como  también Gg es grafo unívoco: ∧∈→∈∧∈ ggg GyzGyzGyz ),()','(),(  

')',( yyGyz g =→∈∧  

En definitiva: ''))(())(( yyyxgfyxgf =→=∧= oo  
b) El conjunto inicial coincide con A: 
Veamos que )(1 fg GGprA o=  

ABfGprfGGpr gfg === −− )()()( 1
1

1
1 o  

 
 
Teorema 5.1.2: 
Si ( )BAGf f ,;=  y ( )CBGg g ,;=   son aplicaciones inyectivas, entonces la 

composición gf o también lo es. 
Demostración: 

).'

),'(),(()'),'(),(

(
),'()','/('(),'(

),(),/((),(

xx
GzxGzxinyectivoGzzGyzGyz

inyectivoG
GyzGzxBzGGyx

GyzGzxBzGGyx

ggfgg

g
gffg

gffg

=→

→∈∧∈∧→=→∈∧∈∧

∧→




∈∧∈∈∃→∈
∈∧∈∈∃→∈

o

o

 

En definitiva: inyectivafgxxGGyxGGyx fgfg ooo →=→∈∧∈ '),'(),(  

 
 
Teorema 5.1.3: 
Si ( )BAGf f ,;=  y ( )CBGg g ,;=   son aplicaciones suprayectivas, entonces la 

composición gf o también lo es. 
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Demostración: 

[ ] CBgAfgAfgfgim
CBggimrayecg
BAffimrayecf

====→




==→
==→

)()())(()(
)(sup
)(sup

oo  

   O sea: rayecfgCAfgfgim sup)())(()( ooo →==  
 
 
Teorema 5.1.4: 
Sean las aplicaciones ( )BAGf f ,;=  y ( )CBGg g ,;= , ambas biyectivas. Se 

verifica entonces que ( )CAGGfg fg ,;oo =  es aplicación biyectiva. 

Demostración: 

biyectivafgrayectivafg

inyectivafg
rayectivaginyectivagbiyectivag
rayectivafinyectivafbiyectivaf

oo

o

→∧

∧→




∧→
∧→

sup
sup
sup

 

 
 
Teorema 5.1.5: 
Sean las aplicaciones ( )BAGf f ,;=  y ( )CBGg g ,;= . Si la aplicación compuesta, 

( )CAGGfg fg ,;oo = , es inyectiva, entonces f es inyectiva.  

Demostración: 
Probaremos el contrarrecíproco: 
Si f no es inyectiva fGyxyxxxByAxx ∈∧≠∈∃∈∃→ ),'(),,('/,',  

Por ser g aplicación ∧∈∧∈→∈∈∃→ fgfgg GGzxGGzxGzyCx oo ),'(),(),/(  

fgxx o→≠∧ ' no inyectiva 
 
 
Teorema 5.1.6: 
Sean las aplicaciones ( )BAGf f ,;=  y ( )CBGg g ,;= . Si la aplicación compuesta, 

( )CAGGfg fg ,;oo = , es suprayectiva, entonces g es suprayectiva.  

Demostración: 
Probaremos también aquí el teorema contrarrecíproco: 
g no suprayectiva [ ] →≠==→≠=→ CAfgAfgfgimCBggim )())(()()( oo  

fg o→  no suprayectiva. 
 
 
Teorema 5.1.7: 
Toda aplicación, ( )BAGf f ,;= , induce en A una partición o clasificación y, por 

consiguiente, induce una relación de equivalencia en A. 
Demostración: 
Definiremos una relación R en A usando la aplicación, para ver luego que R es 
una relación de equivalencia: 

)()(,, yfxfxRyAyx =⇔∈  

(dos elementos de A están relacionados por R si tienen la misma imagen por la 
aplicación f) 
Veamos que es de equivalencia: 
a) Es reflexiva: xRxxfxfAx →≡∈∀ )()(,  

b) Es simétrica: yRxxfyfyfxfxRyAyx →=→=→∈∀ )()()()(/,  
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c) Es transitiva: →=∧=→∧∈∀ )()()()(/,, zfyfyfxfyRzxRyAzyx  

                                                                      xRzzfxf →=→ )()(  
 
 
 
Teorema 5.1.8: 
Dada una aplicación, ( )BAGf f ,;= , existen siempre dos aplicaciones, 

( )AAGI
AIA ,;=  y ( )BBGI

BIB ,;= , tales que verifican: ffIfIf BA =∧= oo . 

Demostración: 

BA II ,  son aplicaciones identidad en A, B,  respectivamente. 

[ ] fIfxfxIfxIfAx AAA =→==∈∀ oo )()())((,  

[ ] ffIxfxfIxfIAx BBB =→==∈∀ oo )()())((,  
 
 
 
Teorema 5.1.9: 
La composición de aplicaciones es asociativa. 
Demostración: 
Trivial, por la asociatividad de los grafos. 
 
 
 
5.2. Teoremas de caracterización de aplicaciones 
 
Teorema 5.2.1: (Caracterización de aplicaciones) 
Dadas las aplicaciones ( )BAGf f ,;=  y ( )CAGh h ,;= , se verifica que la 

condición necesaria y suficiente para que exista una aplicación ( )CBGg g ,;=  tal 

que fgh o=  es que se cumpla que ).'()()'()(,', xhxhxfxfAxx =→=∈∀  

 
Demostración: 

a) Veamos que es condición necesaria, esto es, que si existe la 
aplicación g, entonces se cumple la implicación: 

         
[ ]
[ ] [ ] [ ]

)()())(())((

)()()()(
)())(()(,
)())(()(,

2121

2121
2222

1111

xhxhxfgxfg

xfgxfgxfxf
xfgxfgxhAx
xfgxfgxhAx

=→=→

→=→=∧




==∈∀
==∈∀

oo

o

o

Veamos ahora que también es condición suficiente, es decir, que si se 
cumple esta implicación existe la aplicación g tal que hfg =o . Primero 

haremos la prueba para el caso de que f sea suprayectiva y después 
para el caso general: 
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 b.1) Si f es sobreyectiva, se cumple que .)( BAf =  O sea: 

hf GzxGyxAxBy ∈∧∈∈∃∈∀ ),(),/(,  

                 Consideremos el grafo ( )( ) ( ){ }hfg GzxGyxxzyG ∈∧∈∃= ,,/),(  que  

                 definiría la correspondencia ( )CBGg g ,;=  tal que hfg =o  y  

                 veamos que tal grafo es unívoco, es decir, veamos que se cumple 
                  que 2121 ),(),,( zzGzyzy g =→∈   : 

                       
[ ]

21212211

21221121

2211212121

)()()()(
)()()()()()(

),(),,(),(),,())((,),(),,(

zzxhxhzxhzxh
xfxfzxhzxhxfyxf

GzxzxGyxyxxxGzyzy hfg

=→=→=∧=∧
∧=→=∧=∧==→

→∈∧∈∃∃∈∀

La correspondencia g así definida verifica por la construcción de su 
grafo que fgh o=  

          b2) Sea ahora el caso general, o sea que BBAf ⊆= ')( y consideremos  

          la aplicación ( )',;' BAGf f= , es decir, tal que Axxfxf ∈∀= ),()(' . 

          Si consideramos los conjuntos A,B’,Cy repetimos el proceso del apartado 
          anterior con el grafo ( )( ) ( ){ }hfg GzxGyxxzyG ∈∧∈∃= ,,/),('  encontramos 

          que ( )CBGg g ,';' '=  es una aplicación que cumple que '' fgh o= . 

          Finalmente, prolongamos g’ en la aplicación ( )CBGg g ,;= , cumpliéndose  

          que [ ] [ ] [ ])()(')('')( xfgxfgxfgxh === , de donde fgh o= . 
 
 
Teorema 5.2.2: (Caracterización de aplicaciones inyectivas) 
Sea la aplicación ( )BAGf f ,;= . La condición necesaria y suficiente para que f 
sea inyectiva es que exista una aplicación ( )ABGg g ,;=  tal que AIfg =o , 

donde es ( ) { }AxxxGAAGI
AA IIA ∈== /),(,,;  (identidad en A). 

 
Demostración: 
Basta aplicar el teorema anterior, haciendo C=A y h=IA, pues dadas las 
aplicaciones ( )BAGf f ,;= , ( )AAGI

AIA ,;=  la condición necesaria y suficiente 

para que exista la aplicación ( )ABGg g ,;=  tal que AIfg =o  es que: 

)()()()(,, 212121 xIxIxfxfAxx AA =→=∈∀ , es decir: 

inyectivafxxxfxfAxx →=→=∈∀ 212121 )()(,,  
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Teorema 5.2.3: (Caracterización de aplicaciones suprayectivas) 
La condición necesaria y suficiente para que la aplicación ( )BAGf f ,;=  sea 

sobreyectiva es que exista una aplicación ( )ABGh h ,;=  tal que BIhf =o , 

donde es ( ) { }ByyyGBBGI
BB IIB ∈== /),(,,;  (identidad en B). 

 
Demostración: 
a) Veamos que es condición suficiente: 

            
( ) [ ]

[ ] yyIyhfyhfxf
yhxAxAyhyIyhfyhfBy

B

B

====→
→=∈∃→∈∧==∈∀

)())(()()(
)(,)()()()(,

o

o
 

            En definitiva: vasobreyectifyxfAxBy →=∈∃∈∀ )(/,  
b) Veamos ahora que también es condición necesaria: 

          

{ }
( )

B

hhy

y

Igf
yygfyhfyhyGABGhMyh

yxfAxMyxfAxByvasobreyectif

=→

→==→==∃∈∀→

→≠=∈=→=∈∈∀→

o

o ))(())(())(,(/,;,)(
)(/)(/, φ

 

 
 
Teorema 5.2.4: (Caracterización de aplicaciones biyectivas) 
La condición necesaria y suficiente para que la aplicación ( )BAGf f ,;=  sea 

biyectiva es que existan aplicaciones ( )ABGg g ,;=  y ( )ABGh h ,;=  tales que 

verifiquen  BA IhfIfg =∧= oo . Además, ambas aplicaciones son únicas, por 

lo que g=h. 

 
Demostración: 
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Por el teorema 5.2.2→ f inyectiva, ya que existen aplicaciones h y g tales que 

AA IfgIfh == oo ,  

Por el teorema 5.2.3→ f sobreyectiva, ya que existen aplicaciones h y g tales 
que BB IgfIhf == oo ,  

Por consiguiente, la aplicación f es inyectiva y también sobreyectiva, es decir, se 
trata de una aplicación biyectiva. 
Veamos ahora que las aplicaciones h y g han de coincidir: 
Por la propiedad asociativa ghIghIhfghfg BA =→=→= oooooo )()(  
En definitiva: 

( ) BAf IgfIfgABGgbiyectivaf =∧==∃↔ oo/,;  

 
La aplicación g = h que verifica esta condición se acostumbra a denominar 
aplicación recíproca o inversa de la aplicación f. Precisamos esto en la siguiente 
definición. 
 
 
Definición 5.2.1: (Aplicaciones recíprocas) 
Se denomina aplicación recíproca o aplicación inversa de la aplicación 

( )BAGf f ,;=  a la aplicación ( )ABGg g ,;=  tal que BIgf =o  y AIfg =o . 

Puesto que tal aplicación es única para cada aplicación f, por el anterior teorema 

5.2.4, podemos representarla por 1−f , por lo que la definición puede quedar de 
esta forma: 

1−f aplicación inversa de AB IffIfff =∧=⇔ −− oo 11  
 
Obviamente, a la vista del teorema 5.2.4., puede decirse que la condición 
necesaria y suficiente para que la aplicación f sea biyectiva es que exista la 
aplicación inversa o recíproca. 
 
 
Teorema 5.2.5: 
Sean las aplicaciones biyectivas ( )BAGf f ,;=  y ( )CBGg g ,;= . Se verifican las 

siguientes igualdades: 

a) ( ) 111 −−− = gffg oo  

b) ( ) ff =
−− 11  

Demostración: 

a) Bastará componer la aplicación 11 −− gf o  con fg o  y tener en cuenta la 
asociatividad de la composición de aplicaciones: 

1111111 )()()( −−−−−−− =⇒=== fggfIfffIffggf AB oooooooo  
b) Puesto que una aplicación compuesta con su recíproca ha de ser la 

aplicación identidad. Si componemos 1−f con f, resulta AIff =− o1  de lo 

cual deducimos que f es la aplicación inversa de 1−f : 11)( −−= ff . 
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5.3. Factorización canónica de las aplicaciones  
 
 
Definición 5.3.1: 
Si A es un conjunto dotado de una relación de equivalencia R, de la cual es A/R 
su conjunto cociente, se denomina aplicación canónica referida a R a la 
aplicación ( )RAAGn

RnR /,;= , es decir, la aplicación cuyo grafo está formado por 

los pares constituidos por cada elemento x de A y la clase de equivalencia [x] a 
la que pertenece: [ ]{ }AxxxG

Rn ∈= /),( . 

Obviamente, la aplicación canónica así definida es siempre sobreyectiva, pues 
[ ] [ ]xxnAxRAx R =∈∃∈∀ )(/,  

 
 
 
Teorema 5.3.1: 
Sea la aplicación ( )BAGf f ,;= , y sea R la relación de equivalencia inducida en 

A por f, o sea, )()( yfxfxRy =↔ , y sea ( )RAAGn n /,;=  la correspondiente 

aplicación canónica. Se verifica que: 
a) Existen las aplicaciones 

               a1) ( ))(,/; AfRAGϕϕ = , con [ ]( ){ }AxxfxGf ∈= /)(, ,   biyectiva. 

               a2) ( )BAfGj j ),(;= , con ( ){ }AxxfxfG j ∈= /)(),( , inyectiva. 

b) njf ooϕ=  
Demostración: 
a) 
a1) Veamos que ϕ  es aplicación biyectiva: 

    a1.1) [ ]{ } RAAxxG =∈= /Pr1 ϕ  

    a1.2) [ ]( ) [ ]( ) [ ] [ ] univocoyfxfxRyyxGyfyxfx →=→→=∈∀ )()(/)(,,)(, ϕ  

    a1.3) { } vasobreyectiAfAxxfG →=∈= )(/)(Pr2 ϕ  

    a1.4) [ ]( ) [ ]( ) [ ] [ ] inyectivayxxRyyfxfGyfyxfx →=→→=∈∀ )()(/)(,,)(, ϕ  

a2) Veamos que j  es aplicación inyectiva: 

    a2.1) { } )()/)(Pr1 AfAxxfG j =∈=  

    a2.2) →=→=∈∀ )()()()(/))(),(()),(),(( yfxfyfxfGyfyfxfxf j  

              inyectivoeunivoco→  

b) veamos que njf ooϕ= : 

( ) ( )[ ] ( ) [ ]( ) [ ]( )[ ] [ ] )()()()(, xfxfjxjxjxnjxnjAx =====∈∀ ϕϕϕϕ oooo  

Por tanto: ( ) )()(, xnjxfAx ooϕ=∈∀  
 
En definitiva, toda aplicación puede ser descompuesta en una composición de 
tres aplicaciones, una aplicación canónica que es suprayectiva, una aplicación 
biyectiva y una aplicación inyectiva. 
 
Si la aplicación dada fuera suprayectiva, entonces bastaría la descomposición en 
una aplicación canónica, suprayectiva, y una aplicación biyectiva. 
 
Se tienen, en definitiva, los gráficos: 
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Si f es suprayectiva: 
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