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CALCULO DIFERENCIAL ABSOLUTO
EN ESPACIOS DE RIEMANN

En los aledainos de la Relatividad General

Gregorio Ricci-Curbastro (1853-1925) y un estudiante suyo, Tullio Levi-Civitta
(1873-1941), fueron los pioneros en el desarrollo del calculo tensorial, que recibié
el empuje definitivo al convertirse en la herramienta matematica clave que
permitiria a Albert Einstein una exposicion coherente de la Relatividad General,
estableciendo la transformacion de sistemas referenciales mediante diferenciacion
absoluta de magnitudes vectoriales y tensoriales.

Ambos publicaron en 1901 E/ Calculo diferencial absoluto (“Méthodes de calcul
diférentiel absolu et leurs applications”, Mathematische Annalen 54, 125-201
(1901)), su obra mas famosa, que esta hoy traducida a diversos idiomas y es uno
de los textos clasicos de referencia del calculo tensorial, mas de un siglo después
de su primera publicacion.
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01. INTRODUCCION A LOS ESPACIOS DE RIEMANN

01.1. Definicion de Espacio de Riemann:

El hecho de que se anule en los espacios euclidianos el tensor de curvatura de
Riemann-Christoffel nos permite pensar en la posibilidad de que pueden existir
otros espacios, en general distintos a los euclidianos, en los que el antedicho tensor
de curvatura no siempre sea nulo. Espacios que serian mas generales que los
euclidianos, esto es, espacios de los cuales los euclidianos corresponderian al caso

- i _
particular en que R, ,, =0.

Estos espacios mas generales serian los Espacios de Riemann.

Para definir, por consiguiente, un Espacio de Riemann, hemos de procurar que sus
magnitudes y propiedades coincidan con las de los espacios euclidianos, inclusive
en lo que respecta al tensor de curvatura. Asi, se ha de cumplir la simetria e
inversibilidad de la métrica y la expresidon contravariante del elemento diferencial
de longitud.

Un espacio de Riemann de n dimensiones es un par constituido por una variedad
n-dimensional V, y una métrica gj.

Una variedad n-dimensional V,, es un conjunto de n variables x!, ..., x", que pueden

representar longitudes, angulos, etc., y que estan definidas en correspondientes
intervalos de niumeros reales I, ..., I,.

Vo= {xi/xi el,i= 1,...,n}
g - i

(g i )n =

gnl gnn

Espacio de Riemann: R = (Vn,(gik )n)

La métrica nos indica la forma de representacion de la variedad n-dimensional, esto
es, para cada métrica hay una forma de representacién. La distancia entre dos
puntos infinitamente préximos, o elemento diferencial de longitud, ds, podemos
expresarla, como en los espacios euclidianos por:

x| = (d¥, d¥) = (dxfa,dxkék)= dx'dx*(é,e,)= g, dx'dx*

0 sea

ds® = g, dx'dx"

Esto es, en forma desarrollada, significa que
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g - 8 dx!

ds® = (dxl,...,dx"

dx"
gnl gnn
Cumpliéndose por lo demas que:

gy =g g =(g,)", ds? =g axlax'

Y los simbolos de Christoffel pueden definirse, de manera concordante con la
expresion que tienen en los espacios euclidianos, por:

1(0g; oOg, O0g;
de primera especie: ijk)y=—| =L+ =% _ 2V
P g GO= o "o ot

de segunda especie: T = (i, k).g"

Veremos que todos estos simbolos verifican en el Espacio de Riemann las mismas
propiedades de simetria, tensorialidad, etc., que en los Espacios Euclidianos.

01.2. El ejemplo de las variedades bidimensionales de Riemann:

En el caso de las variedades bidimensionales, podemos definirlas simplemente por
su métrica, esto es, por los elementos de la matriz métrica en cada punto de la
variedad (generalmente son variables los elementos de este tensor en los puntos
de un espacio de Riemann), o bien, podemos definirlas por su representacion
inmersa en una variedad euclidiana ordinaria tridimensional, y obtener su métrica
desde la expresion del elemento diferencial de longitud en la variedad euclidiana:

Representacion en la variedad euclidiana: x' = x'(x, y,z2), x* =x%(x,y,2)
El. diferencial de longitud en la variedad euclidiana ordinaria: ds® = dx” +dy” +dz’

En el siguiente ejemplo definimos tres variedades bidimensionales de Riemann
mediante su representacidén en una variedad euclidiana ordinaria tridimensional, la
representacién plana, la representacion esférica y la representacion cilindrica.

Ejemplo:

Supongamos la variedad de dos dimensiones definida por

V,= {xl,x2 /x' € (027)c R, x* € (—%ﬂ',-ﬁ-%ﬂ') c R}

o bien, si lamamos por comodidad u y v a las variables:
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v, = {u,v/u €(02r)cR,ve (—%72',+%7Z’) c R}

veamos las tres formas diferentes de representacion de esta variedad, cada una de

ellos con su correspondiente métrica gi:

a) Forma de representacién plana. Es el caso en el que las dos variables

representan longitudes:
Z

e 2

=

plana

U=x,v=y

ds’ =dx’ +dy’ +dz° =du’> +dv’ +0 =

! %)

Métrica de la representacion:

(g ]

b) Forma de representacion esférica de radio r. Corresponde al caso en el que

las variables representan angulos:
i

esferica
X =rcos@.cos@
y =rcosg.seng

zZ =rseng

u=@,v=¢

ds® = dx* +dy* +dz* =[d(rcosp.cos )]’ +
+[d (rcos p.sen (p)]2 +[d(rseng)|’ =
=r’sen’g.dp’ +r> cos’ g.dp” +r’ cos’ gdp® =

=r’cos’ gdo’ +r’dg’ =r’ cos’ vdu® +r’dv’
O sea:

2 2 d
akzzzﬁhhdv{% cosTy 2]{ ”j
0 r- \dv

Métrica de la representacién:

rcos’v 0
(gik)z :( 2]

0 r
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c) Forma de representacion cilindrica de radio r. Es el caso en el que una de las
variables representa un angulo y la otra una longitud:

z
u=@p,v=nh
S T ds® = dx’ +dy* +dz* =[d(rcos o) +
h +[d(rseno)f’ +|an] =
=r’sen’@.de’ +r’cos’ p.do’ +dh’ =
=r’de’ +dh’ =r*.du’ +dv’
\ il I ) ¥
SR Y Py O sea:
2
d
) ds* = (du,dv ro O au
0 1\dv
cilindrica Métrica de la representacién:
X =rcos¢ ( ) ) 20
y=rcos¢g Ei ) 0 1
z=h

01.3. Las condiciones de definicion de la métrica y simbolos de Christoffel:
Un espacio de Riemann, o variedad limitada de espacio de Riemann, es, en
definitiva, un conjunto de variables definidas en intervalos reales, una variedad,

junto con una métrica o representacién. Esto nos indica que estos espacios son mas
generales que los espacios euclidianos, variando en general la métrica en cada uno

de los puntos de la variedad, es decir, g, =g, (x"),r=1L..,n

Puesto que pretendemos que estos espacios sean una generalizacion de los
espacios euclidianos, hemos de exigirle a la métrica las condiciones de simetria e
inversibilidad necesarias para ello.

Se cumplirdan, por consiguiente, relaciones andlogas a las de los espacios
euclidianos:

1) Simetria y definicién positiva de la métrica:
ik =8> & >0
2) Inversidn de la métrica:

gjkgik = 5;‘/
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3) Relacién entre las componentes covariantes y contravariantes de un vector:

k Jk

V=gl v =gt
4) Producto interior:

(ﬁ"j): g_;k”jvk
5) Elemento diferencial de longitud:

ds® = gjkdujduk =du,du* = gjkdukduj
6) Simbolos de Christoffel de primera especie:
. 1
(57,k)= 5(8,-g_,~k +0,8x _6kg@/)
7) Simbolos de Christoffel de segunda especie:

I =(.h)g"

8) Tensor p-covariante, g-contravariante. Variacién en los cambios de coor-

denadas:
il...iq 4kl kp pil iq 4hl..hqg
= Aj1 ...Ajp 'Bhl"'th'tkl,..kp
siendo:
- . ox' . I o,
e\ =4Ae=—re, k=L..,n ¢=Be =—-e, i=l.,n
ox Ox

Veamos que definiendo estas magnitudes del modo expuesto, se verifican las
mismas propiedades basicas para la métrica y simbolos de Christoffel que se
verifican en un espacio euclidiano. Sin embargo, al variar la métrica en cada punto,
varian también los simbolos que dependen de ella. Esto quiere decir que para un
sistema de coordenadas dado, los simbolos de Christoffel que definamos varian en
cada punto de la variedad.

Teorema:

Los simbolos de Christoffel son simétricos y solo tienen caracter tensorial si los
cambios de variables o coordenadas en la variedad son lineales.

En efecto:
a) Para los simbolos de primera especie se verifica:

Simetria:

.. 1 1 .
(l]’k):E(aigjk +ajgik _akgij)za(ajgik +aigjk _akgji): (Jlak)
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Comportamiento en los cambios de coordenadas:

ﬁsg'pq = A;A;@Sgl/ +A;YAq’gU + A Asqu AiAjAkﬁng +A;QA;gU + A qugl/
ﬁpg'qs = AjAC‘]"Allj@kgl/ + 4 A’gU + A qugy A A’A’@ & + A4 A’gU + A qugU

ps“iq ps“iq

6qg'pS=A;A‘;"A;‘6kgl/+A’ A’gU+A qugy ApAq’AS@jg,a—i-A’ A’gU+A qugy

pg*ls pg ‘s

(pa.s)=5 )=y ata] J+ 241, dlg, =

pq’ ) ag q.s+ag pb_ag rq 2A A A azgkj +ajgkl _akg{] + 22quAb gzj -
= APAS Al (ij )+ 4, Al g,

En definitiva:

(pq,s)= AL A/ A! (ij.k)+ 4, 4] g,

pqgs

Por tanto, si es A;q =0, esto es, si los cambios de coordenadas son lineales,

entonces el simbolo de Christoffel de primera especie es un tensor covariante de
orden 3 (tensor 3-covariante)

b) Para los simbolos de segunda especie:

Simetria:
T =(ij.s)g" =(ji,s)g" =T}

Comportamiento en los cambios de coordenadas:

%= (pg.s) & = A, A A KB B + 4, A, B, =

p g s pqgs

= A A/B;(ij,k)g" + 4, B = A\ A/BT,) + A" B;

(puesto que A'B/ =6

rs?o

ASJBZ :5_/;, = gg/-gkh :gihgkh =0y)

y queda finalmente:

oo gl i pryh k pr
I = A 4/BT) + 4", B,

[01.3_1]
Esto nos indica que si es A;q =0, esto es, si los cambios de coordenadas son
lineales, entonces el simbolo de Christoffel de segunda especie es un tensor 2-

covariante y 1-contravariante.
Teorema:

Para los simbolos de primera y segunda especie de Christoffel se verifican,
respectivamente, las identidades de Ricci y Christoffel.

En efecto:
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a) La Identidad de Ricci:
(Uak)—l_ (lk,]): az‘glg‘
En efecto:

. NS 1 1 1
(U,k)+(lk,1)=5(5ig,»k +0,8, —Gkg,,-)+ 5(@8@ +0,8; —ajg,»k)=55igjk +55,-gkj =0,8,

b) La Identidad de Christoffel:
k _ gk i 4Tk
qu =4,T pq _ApAq]Fi/'
En efecto:

Partiendo de la relacion obtenida antes I', =A A/B/T,+ A, B, se tiene, al
multiplicar ambos miembros por A" :

" k _ g4 i pr qkTh k r 4k
T A" = A A B AT + A" Bl A

rey

y queda:

ook i 4 h k i 4Tk k kv gk i gk
I Af = A A5, T+ A" 6, = A AT + 4" = Af =T A" — 4" AT}

9y q9-Y

Teorema:

Las transformaciones de variables x"(x"') que transforman una métrica de
coeficientes constantes en otra métrica también de coeficientes constantes han de
ser lineales:

x*(x" )= Fx"+G, F,G constantes

En efecto:
i :cte:>8]gl.k =8kgy. =al.g‘,k :0:>(ij,k):0:>l“; =0

de la identidad de Christoffel, tenemos que:

o 0
k k- i k _ ko _ k _ k _ _
A4, =AT", —4,4]T; _O:>qu—O:>a—qu =0=> 4, =cte=F
O sea:

01.3. Espacios tangentes:

Para un espacio de Riemann R, =(V ,(gik) ), sabemos que la métrica varia en cada
n

n

punto de la variedad. Si consideramos el valor de la métrica l(gij )nJO en un punto

P,(y") dado, llamaremos Espacio Euclidiano Tangente en el punto P,(y*), al

espacio euclidiano cuya métrica es [(g”. )n JO.
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Asi, por ejemplo, el Espacio Euclidiano Tangente a una Variedad bidimensional de
métrica esférica en un punto P,(y.), k=12 es el plano euclidiano de métrica

constante dada por
( ) [r*cos’(yy) O
g’] 2 - 0 r2

Vh: Espacio Eudlidiano de
métrica constante

spacio de Riemann
e métrica esférica
variable en cada punto

Plano euclidano tangente a una variedad esférica

En general dos espacios R,(1) y R,(2) se dicen tangentes en un punto dado P si
pertenece a ambos espacios y las métricas de los dos espacios coinciden en dicho

punto:
(g,-j )S) = (g,j )i.z)

Dos espacios tangentes se dicen osculadores en el punto P si se verifica que

1 _ (2)
akgij = akgij
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02. DERIVACION ABSOLUTA COVARIANTE EN LAS VARIEDADES DE
RIEMANN

02.1. Derivada covariante de una funcién escalar:
Sea una variedad V(y¥), de variables y¥, k=1,...,n, y métrica (gi)n. Consideremos la
funcién escalar U=U(y*). Derivando con respecto a las n variables se obtienen n

funciones escalares:

U, = a—li =0,U (k=1,.,n)
oy

en un cambio de coordenadas de la forma y*=y*(y") se verifica que

U

. oU oU "

ot ot 6;” =AU,
puesto que U; =A;f.Uk, las n funciones U resultan ser las componentes
covariantes de un vector que podemos denominar vector derivada covariante del

escalar U.
02.2. Derivada covariante de un vector dado en la forma contravariante:

Si las Vv'=vi(y"), i=1,...,n, representan las componentes contravariantes de un
vector, se tiene que, en un cambio de coordenadas y*=y*(y"):

P

V)= (0,

V=4V = v _ i(A,’;v"’ ) = L(A, o

o oy’
O sea:
OV = A, BV +A,BO V" [02.2_1]

gue no es un cambio tensorial debido al primero de los sumandos de la expresion.
Para este sumando podemos utilizar la identidad de Christoffel:

Ajp = AL’;F'fp —A,T"AZF,;n
y al sustituir en el primer sumando queda asi:
AjpB,fv" = A;B,f’l"'fp v"—A;"Al”,B,fF,jmv" = A:;B,fl"'fp v"—Af’éfF,ﬁmv" =
= A, BT V" =A'T, v" = A,B/T" V"L, v"
por lo cual, la derivada covariante [02.2_1] resulta:
O = ABIT' V=T, V" + A BLO v

y reordenando con respecto a las coordenadas:

v + T v" = 4B (6 v+ v
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si llamamos D,v' =0,V +v"T,, , tenemos:
i _ 4l pp o
D' =A..B{.Dv
que es la derivada covariante absoluta del vector de componentes contravariantes

vi=vi(y9), i=1,...,n, y presenta, por tanto, caracter tensorial. Se trata de un tensor
de segundo orden mixto (1-covariante, 1-contravariante).

02.3. Derivada covariante de un vector dado en la forma covariante:
Si llamamos vi=vi(y¥), i=1,...,n, a las componentes covariantes de un vector y

repetimos los pasos anteriores obtenemos de forma analoga la expresidon de la
derivada absoluta covariante, que aqui es de la forma

D,v,=0,v,—v I

m

Cumpliéndose la relacion tensorial:
—RPR'D
Dy, =B/B, D,V

Por lo que se trata de un tensor de segundo orden covariante.

02.4. Derivada covariante de un tensor 2-covariante:

Sea el tensor 2-covariante expresado en un cambio de coordenadas por
. =A'A't.. Se tiene:

vz/

J - Ot
HAAD | gigy s O
ot Y oy" oy

k

oL, = — (4 A7+ A4 Yty + 4147 AD8,  [02.4_1]

Utilizamos la Identidad de Christoffel:

A = AT AT AT, = AL A = AL AT A" A, AT, =

p mn

:A’ Alt. =T" ¢ —A"A, ATt

s Vi p as mn y

también:
AJ Arty =T ¢ —A’"A AJF’

sp ur mn y
Sustituyendo en la expresion [02.4_1] de la derivada:

O b, =T 1+ 1, + A A/ 40,1, — A" A AT, 1. — A" A AT, t

p “as sp “ar mn” ij mn y

ordenando:

'

a T ¢ T ¢ _AA/Aar —A'A, AT t — A4, AT ¢

p as sp ar mn lj mn 1]
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o bien:

'y a wa i 4] 4k b b
0t ~T" £ ~T" £ = A4/ A" (0,1, ~Tlt, ~T't,,)

rp “as sp “ar Jk"bi

usando la notacion Dyt = 0,1, —Tyt, —Tht,,

se tiene en definitiva que Dt = A A/ A,D;t

prs
resulta ser un tensor 3-covariante.

;+ Ppor lo que la derivada absoluta

En definitiva, la derivada absoluta buscada es

_ b b
Dktzj - aktij _Fiktbj _ijtbi
02.5. Derivacion covariante de otras magnitudes tensoriales:
Siguiendo idéntico procedimiento encontramos la derivada covariante de un tensor

de cualquier orden. En particular se tiene, por ejemplo, que en el caso de un tensor
de tercer orden 2-covariante 1-contravariante:

h _ h hya hya ayh
Dyu; = Gkul.j —u, Uy —u, Uy —uy L

ijo ak

02.6. La derivada covariante absoluta del tensor métrico:

Usando la expresiéon [02.4_1] de la derivada absoluta de un tensor 2-covariante, y
la Identidad de Ricci, encontramos que la derivada absoluta del tensor métrico es
nula:

D,g; =0,8;~ 8, — 8Ty =0ig; — ki, j)-(k7.1)
y siendo, por la Identidad de Ricci: 0,g, = (ki, j)+ (ki 7)

se tiene obviamente:
Dkggj =0
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03. SISTEMAS DE COORDENADAS LOCALMENTE INERCIALES
03.1. Definicién de sistema localmente inercial o geodésico:

Sabemos que en cada punto de la variedad varia la métrica correspondiente a un
sistema de referencia dado, y también sabemos que en un punto dado de la
variedad la métrica correspondiente a distintos sistemas de coordenadas es
distinta. Es decir, en diferentes sistemas de coordenadas {x'}, {x"}, {x"}, ... la

matriz métrica (gik) tiene valores distintos en un punto dado My. La pregunta que

n
en principio nos hacemos es la siguiente: ¢Existird algun sistema de coordenadas
tal que en el punto dado My se anulen los simbolos de Christoffel?
Se llama Sistema Localmente Inercial, o bien, Sistema Geodésico, o Sistema
Normal en My a un sistema de coordenadas tal que sean nulos los simbolos de
Christoffel en My.
Dada una variedad de Riemann, nos planteamos la posibilidad de encontrar, para

un punto My(y*) dado, un sistema localmente inercial en ese punto realizando
transformaciones de coordenadas desde la métrica dada.

Asi, si son {y(’)‘} los valores de las coordenadas {yk}en el punto My, vy
representamos la métrica y simbolos de Christoffel en dicho punto por

(2, )os Gh)os (TF),

trataremos de encontrar otras coordenadas {y’k} tales que en el punto My, se
verifique que la métrica sea tal que los simbolos de Christoffel se anulen:

(lj’k)'o = 0, (r'll; )0 =0

El siguiente teorema nos da la forma de una transformaciény' = y" (") de
coordenadas que permite obtener un sistema localmente inercial en un punto
cualquiera M,(y}).

Teorema:

Dado el espacio de Riemann de variedad V,(3',...,)")y métrica (gl.k)n se tiene que

para cada punto Mo(yé‘) de la variedad se verifica que el sistema de coordenadas

y=y =y +%(1—‘;)0(yi —yéij —y({), k=1,.n

es localmente inercial en el punto M, (y,).

En efecto:

Podemos en principio ensayar un cambio del tipo:
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y'kzyk—y0+Ck(y yOXy —yo), k=1.n [03.1_1]

donde las C,.f son constantes. Derivamos:

%t_ak A Caly - i) ciai(y - ) [03.1_2]

en el punto M,(y) es: oF =(Af)0 +C;(Aj)O.O+C;(Af)O.O:>(Af)o =5

y ademas, sabemos que también se verifica la relacion de Cronecker para las
matrices A‘y B/ : A*.B] =&, . Por tanto es

(Ark )0 (Blll )0 = 5’1{ (Bl: )0 = 5: = (B; )o = 51:{

Derivando ahora la expresién [04.1_2] con respecto a y":

0= A" +Ch A () = ) )+ CE A A+ CEal (v =y} )+ Ch ! A

54 54
en el punto Mg:
0=(4), +0+Cl(a)(47), +0+Ci(d)),(4), = (4"), + C-.5:.67 + CL.57 .5

O sea.
0=(4") +C+Ct

por lo cual:
(44), =(ct +c*) [03.1_3]

para relacionar estas constantes con los simbolos de Christoffel podemos utilizar la
propiedad [01.3_1]: F" A A’B’Fh +Ak B/ . Y podemos escribir en el punto Mg:

(), =650, .40y ), +(ap, )00 =(07,), - (cr, + €5)

puesto que ha de ser nulo el simbolo de Christoffel de las y** tendremos que hacer:
), =0 ), - (cr, + ¢ )=0=r7,), =, +C;,)

y la soluciéon més sencilla es

; PR o
pa = qu = E(qu )0

esto quiere decir que una solucién del cambio de coordenadas propuesto en
[03.1_1] es la transformacion:

Y=y -y + ;(F")(y i =) k=l
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Corolario:

Una fundamental consecuencia de este teorema de determinacion de la
transformacion que permite obtener un sistema de coordenadas geodésico, es que
las componentes de un tensor de cualquier orden de covarianza y contravarianza en

el sistema de coordenadas {yk} son en el punto Mo(yé‘) las mismas que las
componentes de covarianza y contravarianza del tensor en el sistema {y’k}

. . k
localmente inercial en M (y, ).

Efectivamente:

No hay que hacer otra cosa que expresar que las matrices de transformacion son
realmente la delta de cronecker:

Sea el cambio tensorial para un tensor p-covariante g-contravariante dado por

il.ig 4kl kp nil iqg ,hl..hq
= Ay Ay By Byt ]

en el punto M,(y}) sera:
1il..ig ) _ Qkl kp il iqg 4hl..hq _(il...iq )
(t o Jy = Ot 0y On--Oig by =\ )y

04.2. Resumen de la determinaciéon practica de un sistema de coordenadas
geodésico:
Si queremos determinar un sistema localmente inercial en un punto Mo(yé‘) de

una variedad Vn(yl,...,y”) procederemos mediante los siguientes pasos:

a) Determinamos las componentes del tensor métrico (gik)nen el punto

Mo(y(’)‘)pues quedan determinadas por las coordenadas en cada punto de

la variedad (puede verse el ejemplo de variedades bidimensionales de
Riemann en el apartado 01.2 de este trabajo, donde se ha determinado la
métrica de la representaciones bidimensionales plana, esférica y cilindrica).

[(g ik )n ]o

b) A partir de las componentes de la métrica calculamos los simbolos de
Christoffel en el punto M ,(y}):

o (%) (08 (% ’
.00 =5 | = +[§j— ). (05), =@k de)

c) Encontramos las coordenadas buscadas del sistema geodésico mediante la
expresion deducida en el teorema anterior:

yi=y -y +%(11f)0(y" i)y’ =y} k=l.n
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04.TENSOR DE CURVATURA. TENSORES OBTENIDOS DESDE LA FORMA
COVARIANTE DE RIEMANN

04.1.La derivada segunda covariante de un vector. Tensor de curvatura:
Djpv‘f = D.].(Dpv")=Djt;, (habiendo llamado tg =Dpv")
de lo cual, se tiene:
_ _ m m __ h m hym r m __
D v =D; =0t +t, T —t/T _aj(apvq +v F,Zp)+(8pv +v th)l“q. —(ﬁqu +v Ffm)l“ | =

pom m= pj mj 24

_ q hyq hAa 19 my~q hypmyq arm _ T4 T
=0, v +oy'T +vio, I +0 v +v I T =0, v v =

—[o, s +rpre b+ [0, v +0 VT 40,V T 0, VT VT |

hp™ mj rm= pj

—lo,ry +Tpre b 0,

hp~ mj

Donde se ha llamado @, =0 ,v* +8jth"

myq qTm ryg Tm
; w TOV' L =0,V 0 +V T T, que es un

rm= pj
término simétrico respecto a los subindices jy p, pues @, =®

Por tanto, la expresion de la derivada covariante absoluta de segundo orden del
tensor de primer orden contravariante, puede expresarse por

m h
Djpvq = [8jrfzv +thrnq1j]v +cDjp

. h m m r m
(Siendo ®, =0 v'+0 T, +0 V'l =0, v +v 7T

Restando las expresiones en las que permutamos los subindices de la derivacién
covariante:

q _ q _ q myq |,h _[ q myq ]Vh— _
Djpv Dpjv _[ajrhp+rhprmj]v +(Djp apr/y'+rthMP q)pj_
_ q miyq q my~q h _ q q myq my~q h
- ([afrhp + thrmi]_ [aprhj + rhj Fmp])v - (ajrhp - 8pl—‘h/' + thrm/ _th rmp)v
es decir, se tiene que
q9 _ 9 _ pa L,k

D v =D,V =R v

Al tensor RZJP se le llama, al igual que en los espacios euclidianos, Tensor de

Curvatura, o, también, tensor de Riemann de cuatro indices y segunda especie:

Rl =0T -0+ T ~T)T

hp™ mj hj = mp
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04.2.Simbolos de Riemann de cuatro indices y primera especie:

Se define este tensor, que se conoce también como forma covariante de Riemann,
por la expresion:

ij,hk = (mj,hk) =8 'Rriz,hk

Cumpliéndose obviamente que R ,, = g”.(mj, hk)

04.3.El tensor de Ricci:
Se denomina Tensor de Ricci al tensor obtenido desde el Tensor reducido de

Riemann de 22 especie, esto es, del tensor de curvatura en el que el indice superior
coincide con uno de los subindices inferiores (contraccion tensorial de indices):

Expresion en funcion de los simbolos de Christoffel:

Ris = Rilfas = gab (lb’ aS)

04.4.La curvatura escalar de Riemann. La curvatura escalar de Gauss:

Llamamos Curvatura Escalar de Riemann a la contraccion del Tensor de Ricci
mediante el tensor métrico:

R= gmk 'Rmk

esta funcion escalar, definida en cada uno de los puntos de la variedad de Riemann
es, como sabemos, nula en los espacios euclidianos.

Se llama Curvatura Escalar de Gauss a la magnitud obtenida desde la Curvatura
Escalar de Riemann por
R

K="
n(n—1)

La curvatura escalar permite expresar de una forma sencilla el tensor de Ricci en
espacios de dos dimensiones:

R = giSRis = gisR = gisgiSRis

En dos dimensiones es g, g” =2, [04.4_1], por lo cual:
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R
R =—g¢.
is 2 gzs
Ris = K'gis

(R: curvatura escalar de Riemann, K: curvatura escalar de Gauss)

Nota: La relacidon [04.4_1] es inmediata en espacios de dos dimensiones:

gisgis = gng“ + glzglz + gzlg21 + g22g22 = gllﬁ_glz&_gm&‘*‘ gzzﬁ =
g g g g

2(g11g22 _g12g21) 28 )

g g

04.5.Expresion de la forma covariante de Riemann en funcion del tensor métrico
y de los simbolos de Christoffel:

(hs, jp) = 8, R}, = £,,(0,T5, = 0,T) + Tl ~ Tyl )=

—g, 0,0+ )=, (0,17 + T )= g, [0, (hp, k)" + (hp, k) (mj k) g g |-
g0, (. k)g" + (hj, k) mp, k) g g" |= &, (hp,s)~ 2, (hj.s)+ (hp, kY (mj,5) g™ -
— (hj,k)(mp,5)g"" = 0,(hp,s)—0,,(hj,s)+ g"" [(hp,k)(mj,s) = (hj, k)(mp,s)] =

1 - . :
= E(GIy'gps + a5p<ghj - asj(ghp - 811pgjs)+ gk [(hp,k)(mj,S) - (hj,k)(mp,S)]

O sea:
. 1 - , .
(hsajp) =E(ahjgps +aspghj _8sjghp _ahpgjs)+gk [(hp’k)(mjas)_(hjak)(mp5s)]

Nota: Se ha usado el hecho de que al ser D,g" =0 también es 0,¢" =0, que se

justifica cuando usamos las coordenadas geodésicas (ver seccién 03), de lo cual
resulta, por ejemplo, que

0.1¢ =0 [(hp,k).g" |= g".0,(hp, k)

04.6. Expresion de la forma covariante de Riemann en un sistema de
coordenadas localmente inercial:

Si estamos usando coordenadas geodésicas, la expresidon de los simbolos de
Riemann de cuatro indices y primera especie se reduce a

: 1
(hsa.]p) za(ahjgps +aspghj _asjghp _8hpgjs)

esta relacion permite obtener las relaciones de simetria de los simbolos de forma
sencilla:
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1) (;’j,rs):(rs,ij)

2) (ij, rs) = —(ij,sr) = —(ji,rs) = (ji,sr) = (ij, rr) =0, (ii, rs) =0

3) (i7,7s)+(ir,s7)+ (is, jr) =0
Estas igualdades, por su caracter tensorial, no dependen del sistema de
coordenadas elegido en la representacion. El haber utilizado coordenadas

geodésicas ha significado simplemente una reduccién en la laboriosidad de los
calculos.

04.7. Propiedad de simetria para el tensor de Ricci:

Usando las propiedades de simetria de los simbolos de Riemann, podemos
establecer también la simetria del tensor de Ricci:

R, = g”” .(ib,as): g“b.(as,ib): gb” (Sa,bi): RS”,bl. =R

St

esto quiere decir que al permutar los dos subindices del tensor, queda invariante.

04.8. Calculo del niumero total de simbolos de cuatro indices:
La determinacién del nimero total de simbolos de Riemann de cuatro indices y
primera especie es bastante laborioso, no obstante, utilizando las relaciones de
simetria podemos reducir la dificultad de su calculo.

Tengamos en cuenta que los simbolos no nulos cumplen que han de ser distintos
los primeros indices y también han de ser distintos los segundos indices:

(j,rs)£0=i# j,r#s
Podemos calcular el nimero de parejas posibles, con los dos digitos distintos, y, a
continuacion, el numero total de combinaciones posibles para dos parejas. Al
numero total resultante es preciso restarle el nUmero de relaciones de la forma 3)

del apartado anterior, que han de tener distintos los cuatro indices, por lo que en
total serian las combinaciones de n elementos tomados de cuatro en cuatro.

Se tiene, entonces:

n
Numero de parejas de indices distintos: ¢ = (2}

Nimero de combinaciones de dos parejas: ¢:(§]+ﬁj (los de dos parejas

distintas mas los de dos parejas iguales)

n
Numero de las relaciones 3): ¢'= (4}
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En definitiva, el nimero total de simbolos no nulos:

P ¢_n_l - —inn— n—2)(n-3)=
N=g¢ (P—(zj+(lj [4J—2¢(¢ D+g—o nn=Dn=-2)n-3)=

%n(n — l){%n(n -1+ 1} — in(n -1)(n—-2)(n-3)

=GB+ === 2)(0-3) =

En definitiva simplificando la expresion:

1 2 2
N=—n"(n" -1
B ( )

Esto quiere decir, por ejemplo, que en una variedad bidimensional el nimero de
simbolos no nulos de cuatro indices de Riemann es: N=1.

En un espacio tridimensional es N=6.

En un espacio de cuatro dimensiones encontramos que es N=20

04.9. Ejemplo de determinacion de los tensores bdsicos en una variedad
bidimensional de métrica esférica:

Supongamos que la variedad bidimensional V,(u,v) estd dotada de la métrica

1 0
(gik )z = [0 COSZ(bu)J

Calculemos:

a) Determinante de la matriz de Gramm:
g = cos’(bu)

b) Matriz inversa de Gramm:

( ik) 1 cos’(bu) 0 (1 0
L7 o 1) 10 cos(bu)

c) Elemento diferencial de longitud:

- 2.2 1 0 du) 5 du)
ds® = g, du’dv® = (du,dv X = (du, cos*(buydv)| " |=
0 cos”(bu) \ dv dv

= du’ + cos’ (bu).dv’

d) Simbolos de Christoffel de primera especie:
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.. 1
(y,k):a(a,-gjk +0,84 _6kgi/)

Teniendo en cuenta que g,, =1, g, = g,; =0, g,, = cos’ (bu), tenemos:

(11,1)=0 (21,1)=0
(11,2)=0 (21,2)=-b.cos(bu).sen(bu)
(12,1)=0 (22,1)=b.cos(bu).sen(bu)

(12,2)=-b.cos(bu).sen(bu) (22,2)=0

e) Simbolos de Christoffel de segunda especie:

T} =(7,h)g"

Aqui tendremos en cuenta los valores de los elementos de la matriz inversa de
Gramm g'' =1, g% =g* =0, g% =cos(bu) :

r=a1l).g"+(11,2).¢g% =0

I=1Ll).g* +(11,2).g*” =0

rL=0121).g" +(12,2).g" =0

2 =0121).g%" +(12,2).g%" = —bitg(bu)

I, =2L).g" +(21,2).g" =0

T2 =2L).g>" +(21,2).g%> = —bitg(bu)

I, =(22,1).g" +(22,2).g"* = b.cos(bu).sen(bu)
I, =(220).g" +(22,2).g” =0

f) Tensor de Curvatura (Tensor de Riemann de 4 indices y segunda especie):

R! =0T -0 I+l ~TpTY,

h, jp hj hp™ mj hj~ mp

Los simbolos no nulos son:

R11,12 = 61F112 - azrlll + rlr;lrl

ml

~-T'T, =-b°

R, =0,I1, -0, +I}\T,, ~T\5T = b

Ry, =0T, —0,I, + L, T, , =b’.cos’(bu)
Ry, =0, -0, +I5T,, —TyL,, = —b*.cos® (bu)

g) Forma covariante de Riemann (Simbolos de 4 indices y primera especie):
.. k
(U,I"S): glg‘Ri,rs

El Unico simbolo no nulo viene expresado por:
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(12912) = ngRllflz = g12R11,12 + g22R12,12 =—b’.cos’ (bu)

h) Tensor de Ricci:
R =R"

is i,mk
en este ejemplo solo son no nulos dos simbolos:
R11 = R12,21 =b’
R,, =R,,, =b*.cos’ (bu)
i) Curvatura escalar de Riemann:

R= gmkRmk
R=g"R,+g”R,, =1b> +cos(bu).cos’ (bu) =b> +b*> =2b°

j) Curvatura escalar de Gauss:

K= R
n(n—1)

:—:b2

2

2
R
2

k) Comprobacion de que se trata de una métrica esférica de radio 1/b:

ds’ = g, du’dv’ = du’ +cos’ (bu).dv’
Haciendo el cambio de variables:

@ =bu, w=>bv, setiene: dp =bdu, dw =bdv, con lo cual, al sustituir:

o Lo U o s (1YL (1Y L
ds :b—zdgo +b—zcos ¢.da)zz a’¢)+g cos” p.dw

y la matriz métrica resultante es

gue, como hemos visto en la pagina 4, corresponde a una métrica esférica de radio

=

1
.
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05.LA IDENTIDAD DE BIANCHI

05.1. La obtencién de la Identidad de Bianchi:

Se verifica, para la derivacion covariante absoluta del tensor de curvatura, una
relacion consistente en permutar circularmente tres indices, el de la derivacién
parcial y los dos subindices secundarios del tensor. Esta relaciéon aditiva se conoce
como Identidad de Bianchi:

atRi]frs + arRiIfst + asRilftr = 0

Por simplicidad, podemos obtener la relacion partiendo de la expresiéon en
coordenadas geodésicas del tensor de curvatura, ya que al tratarse de una relaciéon
tensorial no depende del sistema de coordenadas que se utilice.

R =oTf—oT*

i,rs reis st ir

Escribimos la derivada con respecto a la varible x':

r“—or*

rt s st ir

atRiIfrs = a
y, permutando subindices:

O.R' =0,Tt-0,T}

retLrs srit

oOR' =0.Tt-0.T)

itr tsir rsoit
Si sumamos las tres igualdades:

0,R:,+0,R", +0,R:, =20,T —20, Tt =2(0,T* -0, )=20,R!

i,rs its rtis rs it rtis rsit its

por tanto:
atRi]jrs - arlei]fts + abRk = 0

1,tr

finalmente, por la propiedad de cambio de signo al permutar los dos subindices
secundarios del tensor de curvatura:

OR' +0,R,+0Rf =0

i,st itr

05.2. Teorema:

Se verifica la relacion:

DR =L1o R
F=50

donde es R!el tensor contraido de Ricci mediante el tensor métrico, R =g"“.R,,y
R es la curvatura escalar de Riemann.

CARLOS S. CHINEA. MARCHENA OCTUBRE, 2005 23



CALCULO DIFERENCIAL ABSOLUTO. EN LOS ALEDANOS DE LA RELATIVIDAD GENERAL

En efecto:

Si hacemos k=r=a en la Identidad de Bianchi, se tiene:

oR' +0R' ,+O0R’, =0

t"t,as i,st sTrita
o bien reordenando indices del tercer sumando:

OR' +0R' —0R' =0

t7t,as roi,st s ,at
con lo cual queda:

OR +0 R —0.R, =0

a”vi,st

o bien:

o,R, +0,g"(ib,st)-0,R, =0

si, con objeto de contraer uno de los tensores de Ricci que figuran en la expresion,
multiplicamos toda la expresidon por g" y tenemos en cuenta que por un resultado

anterior es D.g"=0, se tiene:

0,g"R,+0,8"g"(ib,st)-0,g"R, =0

oR +0,2"R;,—0,R=0

oR -0,2"R;,—0,R=0

OR +0,g"R,~0,R=0
OR +0,R"—0.R=0

y queda, finalmente:

20,R*~0.R=0=>0 R" = %a R
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06.TENSOR DE EINSTEIN. ESPACIOS DE EINSTEIN

06.1. Definicidon del Tensor de Einstein:

Se define el Tensor de Einstein como el tensor E, obtenido desde el Tensor de
Ricci por la expresion:
1
Eis = Ris __R'gis
2

que podemos expresar como un tensor de segundo orden mixto: E = gi“E.

IA)

Es inmediato que en los espacios de Riemann de dos dimensiones, R,, el Tensor de
Einstein es idénticamente nulo.

1 1 1 1
E =R -—Rg, =kg ——Rg.,=—Rg, ——Rg, =0
is is 2 g is g is 2 g is 2 g is 2 g is

06.2. Teorema:

La derivada covariante del tensor mixto de Einstein es nula:
D,E! =0

En efecto:
. a ia ia 1 ia a 1 a
Siendo E/=g"“E =g"“R, —ER.g g =R; —ER.é‘S

La derivada covariante sera:

DE=DR -L8'DR=D.R —~DR=DR-LDR=0
2 2 2 2

06.3. Espacios de Einstein:

Se define un Espacio de Einstein como un espacio de Riemann en donde el tensor
de Ricci es el producto de una funcidn escalar por el tensor métrico:

Ris = ¢'gis

En los espacios de Riemann de dos dimensiones sabemos que se verifica que el
tensor de Ricci es
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1
R, =—Rg,
is 2 gls

siendo R la curvatura escalar de Riemann, por lo que podemos afirmar que estos
espacios son casos particulares de espacios de Einstein.

06.4. Expresion de los tensores de Ricci e Einstein en un espacio de Einstein:

De la definicion de curvatura escalar de Riemann, se tiene, en un espacio n-
dimensional:

R = giSRis = gis¢'gis = ¢gisgis = ¢n

1
por tanto es ¢ =—R.
n

El tensor de Ricci es, en un espacio de Einstein n-dimensional: R, =—.R.g,
n

Y el tensor de Einstein:

1 1 1 1
E =—Rg —-—Rg, =|———|Rg
is n gls 2 gts (7’1 Zj ng

06.5. La curvatura escalar de Riemann en un espacio de Einstein:

En todo espacio de Einstein, E,, con n>2, se verifica que la curvatura escalar de
Riemann es constante.

En efecto:

1 : . : y
de ser R, =—.R.g,, en un espacio de Einstein, se tiene la expresion del tensor
n

mixto de Ricci de la forma:

R'=g"R, =~ Rg,g" =-R3;
n n
derivando:

o.R =Lors =Lor
n n

1
y puesto que en todo espacio de Riemann es 0,R! =58SR

se tiene que 0 R/ :lﬁsR :lésR: 1.1 OR=0=0R=0
2 n 2 n

es decir, la curvatura escalar de Rieman, R, es constante en los espacios de
Einstein.
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06.6. Teorema de Schur:

Todo espacio riemanniano en el que se satisfacen, para alguna funcién escalar ¢,
las igualdades:

(i.r5)=¢lg,2, ~2,2,)

Es un espacio de Einstein, en donde

b= R

- n(n—-1)
En efecto:

Multiplicamos la expresién dada por g%, al objeto de contraer tensores:

g (i,rs)= 9.2 (2,2 s~ 848 )=4(g,2"¢ =887 )=¢lg,5° - 5°g,)
O sea.

R, =plg,50 - 5'g,)
si hacemos r=a:

Ric,lus = Ris = ¢(gza5su - 5:gis): ¢(gzs - n'gis) = _gis ¢(7’l - 1)

es decir, R, =—¢.(n—1).g,, por lo que se trata de un espacio de Einstein.

. 1 .
Y como en estos espacios se cumple que R; =;.R.gm , se tiene:

1 R
Rls = _‘R‘gis = _¢(n - l)le = ¢ =
n n(n—1)

O sea:
$=-K

(donde K representa a la curvatura escalar de Gauss)
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