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La Logica de los Teoremas

1. Las formulas que son tautologias
Una férmula légica de F(p,,...,p,) de k variables, p,,...,p,se dice que es una
tautologia si es siempre cierta para cualesquiera valores de certeza o falsedad de
las variables p,,...,p, .

Ejemplo 1: Sea la férmula de una sola variable pv p', que se puede leer por “se

verifica p o bien no se verifica p”. Veamos que siempre es cierta (C) para
cualesquiera valores de la variable, cierto (C) o falso (F):

P P’ PvP
C F C
C C C

Ejemplo 2: La formula de dos variables p — pv g (“Si se verifica p eso implica que

se verifica p o bien g”) es una tautologia también, pues siempre es cierta,
cualesquiera que sean los valores de certeza (C) o de falsedad (F) de ambas
variables:

P Q PvQ P->PvQ
C C C C
C F C C
F C C C
F F F C

2. Las reglas basicas para la inferencia
Para la obtencion de resultados, obtencidén de férmulas, es necesario partir de otras
formulas o resultados, ya previamente obtenidos, o, simplemente, postulados como
ciertos (en este Ultimo caso se partiria de axiomas o postulados).

Las férmulas o resultados de los que se parte para obtener un nuevo resultado se
llaman premisas, y la féormula que se obtiene desde las premisas constituye la
conclusion.

El paso desde las premisas a la conclusion es lo que llamamos proceso de inferencia
o bien proceso de demostracion.

Para que el proceso de inferencia sea valido los pasos que constituyen el proceso
han de ser ciertos, es decir han de estar constituidos por férmulas tautoldgicas, por
tautologias

Las reglas basicas de la inferencia son muy sencillas:
1. Regla de Insercion: Cualquier tautologia es premisa en el proceso de

demostracion de cualquier formula, esto es, toda formula cierta puede servir
para la obtencion de otra formula o resultado.
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2. Regla de Unidn: Si se verifica la formula F y se verifica también la férmula
G, entonces se verificara también la formula constituida por Fy G:

FAG - (FAG)

3. Regla de Sustitucion: Si la variable o formula p es equivalente a la variable
o formula q entonces, en cualquier formula que contenga a una de ellas,
puede ésta ser sustituida por la otra:

(p < q)—> (F(p) < F(q)

4. Regla de Separacion 1 o “Modus Ponens”: Si una férmula condicional,
p —>q, Yy su antecedente, p, se toman como premisas, su consecuente, g,
se infiere como conclusion:

[(CEIVIEY

5. Regla de Separacién 2 o “Modus Tollens”: Si una férmula condicional,
P —4q, y la negacién de su consecuente, q’, se toman como premisas, la

negacion de su antecedente, p’, se infiere como conclusion:

(P> rg]=p

3. Los términos y proposiciones del lenguaje de la demostracion
Los términos que constituyen las formulas a demostrar o las férmulas de las
premisas, y, en general, la légica del proceso de inferencia pueden ser términos
primitivos o bien términos definidos.

- Los términos primitivos son los que se introducen en una determinada
construccién simplemente con su enunciado, como elemento, conjunto, ...

- Los términos definidos son los que se definen a partir de términos primitivos
0 a partir de otros términos anteriormente definidos, como anillo, curva
plana, grupo, ...

Las proposiciones o argumentaciones pueden ser axiomas o bien pueden ser
teoremas.

- Los axiomas o postulados son afirmaciones o féormulas postuladas como
ciertas para poder desarrollar mediante las reglas de inferencia la
construccidon de un determinado cuerpo doctrinal.

- Los teoremas son también afirmaciones o formulas, pero obtenidas
mediante el proceso de la demostraciéon desde los axiomas o postulados, o
bien desde otros teoremas previamente demostrados.

4. Los axiomas:
Las proposiciones que se tomen como axiomas para obtener a partir de ellas los
resultados que constituyen todo el cuerpo doctrinal han de tener las condiciones
basicas de
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1.Indecibilidad:
Ningln axioma del sistema puede ser obtenido como un teorema partiendo de los
restantes.

2.Consistente internamente:
Nunca podra ser derivada una contradiccién como teorema.

3. No contradictoriedad:
Lo afirmado por un axioma no contradice a lo afirmado por cualquiera de los
restantes axiomas del sistema.

5. La estructura de los teoremas
Mediante las proposiciones o enunciados que constituyen los teoremas obtenemos
resultados o férmulas que también es costumbre identificar con el teorema que ha
permitido su obtencidn.
Los teoremas, en definitiva, son enunciados por los que se afirma el cumplimiento
de un determinado resultado o tesis (T), que es la conclusién del teorema, siempre
gue previamente se verifique una determinada condicidn o hipdtesis (H),
constituida por las premisas del proceso de la demostracion.

La demostracion del teorema es el proceso guiado por las leyes de la inferencia que
permite obtener la tesis a partir de la hipotesis:

H=T

Si dice, en el teorema H = T que H es suficiente para que se verifique T, o bien,
sencillamente, que H implica T.

Se llama teorema reciproco del teorema H = T al teorema T = H , es decir, la
tesis de uno coincide con la hipétesis del otro.

Se llama teorema contrario del teorema H = T al teorema H'= 1", es decir, es el
teorema cuya hipédtesis es la negacion de la hipdtesis del teorema dado, y su tesis
es la negacién de la tesis.

Se llama teorema contrarreciproco del teorema H = T al teorema T'= H', esto
es, al teorema cuya hipotesis es la negacion de la tesis del primero y cuya tesis es
la negacién de la hipétesis del primer teorema.

Es facil comprobar que los dos teoremas contrarreciprocos son ciertos o falsos
simultdneamente, es decir son légicamente equivalentes, ya que la formula que
representa esta equivalencia (p — q) <> (¢'— p') es una tautologia, como podemos

comprobar:

P Q P’ Q P>Q QP (P>Q)€->(Q'>P)
C C F F C C C
C F F C F F C
F C C F C C C
F F C C C C C
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Ejemplo:

Veamos un teorema que es sobradamente conocido en el analisis elemental
(Teorema de Rolle):

Si una funcién real de una sola variable real es continua en un intervalo cerrado
[a,b] y diferenciable en su interior (a,b), tomando el mismo valor en los
extremos del intervalo, entonces existe un punto c del interior del intervalo en
donde la derivada primera de la funcién se anula. Simbdlicamente:

£ (x) cont en[a,b]
f(x) deriv en (a,b); — Ic e (a,b)/ f'(c)=0
f(a)= f(b)

Hipotesis:
La funcidn es continua en un intervalo cerrado, derivable en su
interior y tiene el mismo valor en los extremos.

Tesis:
La derivada de la funcion se anula en algin punto del interior del
intervalo.

Teorema reciproco:
Si una funcién tiene derivada nula en algun punto c del interior de un intervalo,
entonces la funcion es continua en tal intervalo cerrado y derivable en su interior,
teniendo el mismo valor en los extremos del intervalo.
Hipotesis:
La derivada de la funcion se anula en algin punto del interior del
intervalo.
Tesis:
La funcion es continua en el intervalo cerrado, derivable en su interior
y tiene el mismo valor en los extremos.

Obviamente este teorema reciproco no se verifica, pues la funcion puede tener la
derivada nula en algun punto del interior del intervalo sin que necesariamente sea
continua en todo punto del mismo ni necesariamente derivable en todo punto
interior. Tampoco es necesario que tenga el mismo valor en los extremos del
intervalo.

Teorema contrario:
Si una funcién real de una sola variable real no es continua en un intervalo
cerrado [a,b], o bien no diferenciable en su interior (a,b), o no toma el mismo
valor en los extremos del intervalo, entonces no existe un punto c del interior
del intervalo en donde la derivada primera de la funcién se anula.
Hipdtesis:
La funcidén no es continua en un intervalo cerrado, o bien no es
derivable en su interior o bien no tiene el mismo valor en los
extremos.
Tesis:
La derivada de la funcién no se anula en algin punto del interior del
intervalo.

También es obvio que este teorema contrario tampoco es cierto. Puede ser nula la
derivada en algun punto interior aunque no fuera continua en todo el intervalo, o
no fuera derivable en todo su interior, o no tuviera el mismo valor en los extremos.
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Teorema contrarreciproco:
Si una funcion real de una sola variable real no tiene derivada nula en algun punto
del interior de un intervalo cerrado, entonces o no es continua en todo el intervalo
cerrado, o no es derivable en todo el interior del intervalo, o no tiene el mismo
valor en los extremos del intervalo.
Hipdtesis:
La funcién no tiene derivada nula en algun punto del interior del
intervalo
Tesis:
La funcién no es continua en el intervalo, o no es derivable en su
interior o no tiene el mismo valor en los extremos del intervalo.

Este teorema es el que se verifica, si es cierto el teorema directo de partida.

6. Los tipos de demostracion
1) Demostraciones directas:
Consisten en considerar las definiciones, axiomas y resultados previamente
obtenidos mediante otros teoremas los cuales, sirviendo como premisas, permiten
obtener, mediante las reglas de derivacién o inferencia, el resultado o los
resultados que se indican en la tesis del teorema.

Ejemplo:
Veamos una forma directa de demostrar el teorema de Rolle, enunciado antes.

- Si una funcidon es continua en un intervalo cerrado, por el teorema de
Bolzano-Wierstrass existen en el interior del intervalo al menos dos puntos,
C; Y C; donde la funcién toma un valor maximo M y un valor minimo m,
respectivamente:

dc, € (a,b)/ f(c,) =M (madximo)
dec, €(a,b)/ f(c,) = m (minimo)
Pueden darse solamente dos situaciones:
1) m=M 2y m=M

2) Si m =M la funcién es constante en todo el intervalo [a,b], po lo que
la derivada en cualquier punto del intervalo es nula, verificdndose el
teorema para este caso.

3) Sies m#M serd M # f(a)= f(b) obien m= f(a)= f(b).

- Supongamos que sea M # f(a)= f(b) y sea c; el punto donde se
obtiene el valor maximo M que da el teorema de Bolzano-Weirstrass:
¢, €(a,b)/ f(c,) =M . f(x) ha de ser derivable en c, por se derivable en

todo el interior del intervalo, es decir, existen las derivadas laterales en
el punto c;, que son iguales:

h>0—)f(cl_'—hz_f(cl)ﬁo—)f'(cf): lim f(cl+h)_f(cl)go
h—0

h<0—>f(cl+h2_f(cl)£0—>f'(cl_)= lim LGN =/
h—0
f'e)=1"(e;) > f'(c;)=0
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- Supongamos que sea m # f(a)= f(b). El razonamiento es el mismo y
también obtenemos que f'(c,) =0

4) Demostraciones indirectas o por reduccion al absurdo:
Estas demostraciones se basan en el hecho de que cualquier teorema es
equivalente a su teorema contrarreciproco.

El proceso consiste en probar el teorema contrarreciproco T'= H' para establecer
como probado el teorema directo H = T .

Ejemplo:

En el caso del teorema de Rolle, se entiende que el teorema contrarreciproco queda
demostrado con la demostracion del teorema directo vista mas arriba, o bien,
reciprocamente, que el teorema directo queda demostrado si demostramos el
teorema contrarreciproco, antes enunciado.

Son innumerables las situaciones en las que es mucho mas sencillo, a la hora de
probar un teorema, efectuar la demostracién de su teorema contrarreciproco.

5) Demostraciones por recurrencia o inducciéon completa:
Son estas las demostraciones que se apoyan en el proceso de la induccién
completa:

- Comprobar que la formula a probar es cierta par un primer valor de un
conjunto ordenado A.

- Demostrar mediante las reglas de la inferencia que si la férmula es cierta
para un determinado valor n del conjunto indicado A, también sera formula
cierta para el valor siguiente, n+1, en dicho conjunto ordenado.

Se concluye, entonces, que la formula es cierta para todo elemento del conjunto
ordenado A, a partir del primer valor

Ejemplo:
Demostracion de que la expresion a”” —1 es divisible pora+1, Vne N/n>0:

Veamos que es cierta para n=1:
. 2n 2 azn _1 612 _1
Siesn=I1,entonces a™" —1=a"—-1=(a+1).(a—1). Por tanto = =
a+l1 a+l1

a-1,

lo que implica que se verifica la proposicion para n=1.
Supongamos la condicidén cierta para n=k, es decir, que la exprsion a’* -1 es
divisible por a+1. Vamos a probar, que, entonces, para n=k+1 también es divisible

por a+1, es decir, que a**" —1 es divisible por a+1:

'Y N=a"a’-1=a"a’-a’ +a’ -1=(a* -)a’ +a’ 1=
=(a* -1)a*+(a+1).(a-1)

gue es divisible por a+1 por serlo ambos sumandos.

En definitiva, la expresion dada es divisible por a +1 para todo n>1.
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7. Conjeturas

En la Matematica, el concepto de conjetura se refiere a una afirmacién o enunciado
que no siendo considerado un axioma o postulado se supone o se sospecha que es
cierta dentro de una determinada construccién, pero que no ha podido ser probada
ni tampoco refutada. La conjetura deja de serlo en cuanto se consigue una
demostracion de la misma usando las reglas de la inferencia, pasando entonces a
ser un teorema, a partir del cual pueden ser probados otros resultados o
proposiciones, esto es, nuevos teoremas.

Ejemplos:

1. La Conjetura de Fermat, también llamada (antes de que se consiguiera su
demostracion y, por tanto, impropiamente) Ultimo Teorema de Fermat.
Afirma este enunciado que para numeros enteros a, b, c, la siguiente
expresion no se verifica nunca si n>2:

n

a"+b" =c

Esta conjetura, como sabemos, dejé de serlo en el afio 1994 cuando Andrew
Wiles y Richard Taylor consiguieron la demostracion a partir de otros
resultados previos, como el teorema de Taniyama-Shimura (en realidad, la
parte principal de la demostracion consistié en probar que el enunciado de
Taniyama-Shimura era un teorema, pues hasta entonces era también
conjetura).

2. La hipdtesis del Continuo. Esta conjetura de George Cantor afirma que entre

el cardinal transfinito de los niumeros naturales X (Aleph sub cero) y el

cardinal transfinito de los nimeros reales X, (aleph sub uno) no existe

ningun otro cardinal transfinito. Esta conjetura, que constituye uno de los 23
problemas de Hilbert, fue objeto de diferentes intentos de demostracién en
la primera mitad del siglo XX hasta que Godel logré probar que no es
demostrable desde los axiomas de la construccion que se utilizaba, los
axiomas llamados de Zermelo-Fraenkel con axioma de eleccion. Y qué, por
consiguiente, podrian ocurrir solo dos alternativas: que la hipdtesis fuera
falsa, o bien que tampoco fuera refutable desde el sistema de axiomas
indicado, con lo que la hipotesis del continuo seria no decidible dentro de la
construccién de referencia. Este ultimo hecho fue el que se comprobd
cuando en 1963 Paul Cohen probd la no demostrabilidad de la negacion de
la hipétesis del continuo. Esto quiere decir que tanto la hipdtesis como su
negacién podrian ser un nuevo axioma para una nueva matematica,
pudiéndose establecer tanto una matematica que aceptara como nuevo
axioma la hipdtesis de Cantor, como una matematica que aceptara como
nuevo axioma su negacion.

3. La conjetura de Golbach. Afirma que todo nimero par mayor que 2 es la
suma de dos numeros primos. El problema de demostrar esta conjetura esta
abierto desde su enunciado en 1742. Se ha convertido hoy en uno de los
problemas de mayor dificultad existentes en la matematica. La conjetura se
ha comprobado cierta, mediante procesos de computaciéon, para numeros
pares menores de un millon de billones, pero la demostracion mediante
reglas de inferencia no ha sido lograda.



