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INTRODUCCIÓN DE LOS NÚMEROS NATURALES 
MEDIANTE LOS AXIOMAS DE PEANO 

 
 
El conjunto N de los números naturales puede ser introducido de forma 
natural como el conjunto de los cardinales de los conjuntos entre sí 
coordinables, en el sentido de Dedekind: 
 

{ } { }{ } ...),,(2),(1),(0 φφφφ cardcardcard ===  
 
sin embargo, resulta equivalente introducirlos desde el punto de vista de 
un lenguaje formalizado, desde la lógica matemática, mediante un 
conjunto de axiomas o condiciones postuladas. En 1989 Giusepe Peano 
propuso un conjunto de nueve axiomas (que después de algunas 
correcciones quedarían en solo cinco) con los cuales es posible deducir en 
N tanto las propiedades de las operaciones internas de suma y 
multiplicación como su orden total. 
 
En la presentación que sigue exponemos los cinco postulados de Peano y la 
derivación de las propiedades básicas para la suma y la multiplicación en 
N, así como  su ordenación. 
 
 

1. Los axiomas de Peano: 
 
Se define el conjunto N de los números naturales como un conjunto que verifica las 
cinco condiciones siguientes: 
 

1) Existe un elemento de N al que llamaremos cero (0), esto es,  
 

N∈0  
 
2) Existe la llamada aplicación siguiente NN →:ϕ :  

 
NnNnNN ∈∈∀→ )(,,: ϕϕ  

 
3) El cero no es imagen por la aplicación siguiente: 

 
0)(, ≠∈∀ nNn ϕ  

 
4) La aplicación siguiente es inyectiva: 

 
mnmnNxNmn =→=∈ )()(,, ϕϕ  

 
5) Se verifica la inducción completa: 

 

NA
Ann

=⇒




∈→Α∈∀
Α∈

)()2
0)1

ϕ
 

 
Resumiendo lo que afirman estos postulados o axiomas, podemos entender que se 
trata de un conjunto que tiene un elemento, el cero (Ax.1), que no es siguiente de 
ningún otro (Ax. 3), es decir, se trata del primer elemento del conjunto, y todos los 
demás elementos tienen cada uno un elemento siguiente (Ax. 2), de modo que dos 
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elementos distintos tienen siguientes distintos (Ax.4). El quinto postulado es de 
suma importancia por dotarnos de un método de demostración de propiedades, ya 
que nos indica que todo conjunto A al que pertenezca el cero, y tal que todo 
elemento de A tiene siguiente en A, necesariamente ha de coincidir con el conjunto 
N de los números naturales. Es lo que se acostumbra a denominar método simple 
de inducción completa. 
 
A partir de estas cinco condiciones, y usando sistemáticamente el quinto axioma, 
de la inducción completa, podemos probar todas las propiedades del conjunto N. 
 
Teorema 1.1: 
Ningún número natural coincide con su siguiente, ).(, nnNn ϕ≠∈∀  
 
Demostración: 
Sea { })(/ nnNn ϕ≠∈=Α . Veamos que tal conjunto coincide con N. 

1) Α∈0 , pues, por Ax. 3, )0(0 ϕ≠  

2) ))(()()(, nnnnn ϕϕϕϕ ≠→≠Α∈∀ , por Ax. 4. Luego Α∈)(nϕ  

En definitiva, vemos que Nnn =Α⇒Α∈→Α∈Α∈ )()2,0)1 ϕ , por Ax.5. 
Luego, en todo N se verifica que ningún número natural coincide con su siguiente. 
 
Teorema 1.2: 
Si dos aplicaciones de N en N conmutan con la aplicación siguiente y tienen la 
misma imagen para el cero, entonces ambas coinciden. Es decir: 

Nnngnfgf
gg
ff

NApgf ∈∀=⇒=∧




=
=

∈ ),()()0()0(/)(,
oo

oo

ϕϕ
ϕϕ

 

donde hemos llamado )(NAp al conjunto de las aplicaciones de N en N. 
 
Demostración: 
Sea { })()(/ ngnfNn =∈=Α . Veamos que tal conjunto coincide con N. 

1) ,0 Α∈ pues por hipótesis del teorema, ).0()0( gf =  

2) [ ] [ ] →=→=→=Α∈∀ ))(())(()()()()(, ngnfngnfngnfn oo ϕϕϕϕ  

     [ ] [ ] Α∈→=→=→ )()()())(())(( nngnfngnf ϕϕϕϕϕ oo  

En definitiva, vemos que Nnn =Α⇒Α∈→Α∈Α∈ )()2,0)1 ϕ , por Ax.5. 

Luego, se verifica que Nnngnf ∈∀= ),()( . 
 
Teorema 1.3: 
Si dos aplicaciones de N en N, )(, NApgf ∈ , tienen la misma imagen para el cero y 

existe alguna aplicación ρ de N en N tal que ggff oooo ρϕρϕ == , , entonces 

ambas aplicaciones coinciden, esto es, Nnngnf ∈∀= ),()(  
 
Demostración: 
Sea { })()(/ ngnfNn =∈=Α . Veamos que tal conjunto coincide con N. 

1) ,0 Α∈ pues por hipótesis del teorema, ).0()0( gf =  

2) [ ] [ ] [ ] ====→=Α∈∀ ))(()()()())(())((, ngngnfnfnfnfn ooo ρρρϕρϕ  

    [ ] [ ] [ ] Α∈→=Α∈∀→== )()()(,)())(( nngnfnngng ϕϕϕϕϕo  

En definitiva, vemos que Nnn =Α⇒Α∈→Α∈Α∈ )()2,0)1 ϕ , por Ax.5. 

Luego, se verifica que Nnngnf ∈∀= ),()( . 
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2. La suma o adición de números naturales: 
 

Definición 2.1: 
Definimos la suma de números naturales como una aplicación NNxNS →: , de 
modo que  para NmnSNxNmn ∈∈∀ ),(,,  se cumple que: 

1) mmS =),0(  

2) [ ]),()),(( mnSmnS ϕϕ = . 
 
Teorema 2.1: 
La definición de suma es única, es decir, si 21 , SS  son sumas, entonces 21 SS = . 
Demostración: 
Definamos dos aplicaciones, f y g, mediante S1 y S2, y veamos a continuación que 
han de coincidir. 

Sea NNf →:  definida para NmmnSnfNn ∈=∈∀ ),,()(, 1  

Sea NNg →:  definida para NmmnSngNn ∈=∈∀ ),,()(, 2  
Entonces: 

)0()0(
),0()0(
),0()0(

2

1 gf
mmSg
mmSf

=→




==
==

 

( ) [ ] [ ] [ ] ( )
( ) ( ) ffnfnfNn

nfnfmnSmnSnfnfNn
oooo

oo

ϕϕϕϕ
ϕϕϕϕϕϕ

=→=∈∀→
→=====∈∀

)()(,
)()(),()),(()()(, 11  

( ) [ ] [ ] [ ] ( )
( ) ( ) ggngngNn

ngngmnSmnSngngNn
oooo

oo

ϕϕϕϕ
ϕϕϕϕϕϕ

=→=∈∀→
→=====∈∀

)()(,
)()(),()),(()()(, 22  

Es decir, las dos aplicaciones, f y g, son tales que tienen la misma imagen para el cero 
y además conmutan con la aplicación siguiente, por lo que, aplicando el teorema 1.2, 

Nnngnf ∈∀= ),()( es decir, NmnmnSmnS ∈= ,),,(),( 21 .  
 
NOTACIÓN: Representaremos en adelante la suma de dos elementos de N, m y n, 
en la manera habitual: 
 

mnmnS +=),(  
 
y las dos condiciones de la definición serían, con esta notación: 
 

1) mm =+0  
2) )()( mnmn +=+ ϕϕ . 

 
 

Teorema 2.2: 
Se verifican las propiedades asociativa, conmutativa y cancelativa para la suma de 
números naturales: 

Propiedad asociativa: )()(,,, cbacbaNcba ++=++∈∀  

Propiedad conmutativa: abbaNba +=+∈∀ ,,  

Propiedad cancelativa: bacbcaNcba =→+=+∈∀ ,,,  (también llamada 
propiedad simplificativa de la suma) 

 
Demostración: 

1) Propiedad asociativa: )()(,,, cbacbaNcba ++=++∈∀  
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Sea { }NcbcbacbaNa ∈∀++=++∈=Α ,)),()/( . Veamos que tal conjunto 
coincide con N. 
-  ,0 Α∈  pues aplicando la primera condición de definición de la suma, es 

cbcb +=++ )0(  y también: cbcb +=++ )(0 , por ello  es =++ cb)0( )(0 cb ++ . 

- 
( ) ( )

Α∈→++=++→++=
=++→++=++→++=++Α∈∀

)())(()()()(
)()()()()()(,

acbacbacba
cbacbacbacbacbaa

ϕϕϕϕ
ϕϕϕ

 

En definitiva, vemos que Naa =Α⇒Α∈→Α∈Α∈ )()2,0)1 ϕ , por Ax.5. 

Luego, se verifica que Ncbacbacba ∈∀++=++ ,,,)()( . 
 

2) Propiedad conmutativa: abbaNba +=+∈∀ ,,  

2.1) Veamos primero que 00, +=+∈∀ bbNb  

          { }00/ +=+∈=Α bbNb  

           - Α∈0 , pues 0000 +=+  
           - Α∈→+==+=+=+Α∈∀ )()(0)()0()0(0)(, bbbbbbb ϕϕϕϕϕϕ  

           Luego, por Ax.5, es N=Α , y se verifica que 00, +=+∈∀ bbNb . 

2.2) Veamos ahora que )0()0(, ϕϕ +=+∈∀ bbNb  

          { })0()0(/ ϕϕ +=+∈=Α bbNb  

           - ,0 Α∈  pues )0(0)0()00(0)0( ϕϕϕϕ +==+=+  

           - [ ]=+=+=+=+Α∈∀ )0())0(())0(()0()(, bbbbb ϕϕϕϕϕϕϕϕ  

           Α∈→+=+== )()()0())(0())(( bbbb ϕϕϕϕϕϕϕ  

           Luego, por Ax.5, es N=Α , y se verifica que )0()0(, ϕϕ +=+∈∀ bbNb . 

2.3) Veamos finalmente que abbaNba +=+∈∀ ,,  

          { }NaabbaNb ∈∀+=+∈=Α ,/  

           - ,0 Α∈  pues ,,00 Naaa ∈∀+=+  por 2.1). 

           - [ ] [ ] =++=++=++=+Α∈∀ babababab )0()0()0()(, ϕϕϕϕ  

           [ ] [ ] [ ] =+=++=++=++= )()(0)0()0( babababa ϕϕϕϕ  

           Α∈→+=+= )()()( babab ϕϕϕ  

           Luego, por Ax.5, es N=Α , y se verifica que abbaNba +=+∈∀ ,, . 
 

3) Propiedad cancelativa: bacbcaNcba =→+=+∈∀ ,,,  

          { }bacbcaNc =→+=+∈=Α /  

           - ,0 Α∈  pues bababa =→+=+→+=+ 0000  por 2.1). 

      - →+=+→+=+→+=+Α∈∀ )()()()()()(, bcacbcaccbcac ϕϕϕϕϕϕ  

      bacbcabcac =→+=+→+=+→ . Por tanto, Α∈)(cϕ  

      Luego, por Ax.5, es N=Α , verificándose la propiedad. 
 
 
 
3. La multiplicación  o producto de números naturales: 
 

Definición 3.1: 
Definimos la multiplicación de números naturales como una aplicación 

NNxNP →: , de modo que  para NmnPNxNmn ∈∈∀ ),(,,  se cumple que: 

1) 0),0( =mP  

2) mmnPmnP += ),()),((ϕ . 
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Teorema 3.1: 
La definición de multiplicación es única, es decir, si 21, PP  son multiplicaciones, 

entonces 21 PP = . 
Demostración: 
Definamos dos aplicaciones, f y g, mediante P1 y P2, y veamos a continuación que 
han de coincidir. 

Sea NNf →:  definida para NmmnPnfNn ∈=∈∀ ),,()(, 1  

Sea NNg →:  definida para NmmnPngNn ∈=∈∀ ),,()(, 2  

Definamos también NN →:ρ : NmmnnNn ∈+=∈∀ ,)(, ρ  
Entonces: 

)0()0(
0),0()0(
0),0()0(

2

1 gf
mPg
mPf

=→




==
==

 

( ) [ ] [ ] [ ]
ffnf

nfmnPmmnPmnPnfnfNn
ooo

o

ρϕρ
ρρϕϕϕ

=→=
===+===∈∀

))((
)(),(),()),(()()(, 111  

( ) [ ] [ ] [ ]
ggng

ngmnPmmnPmnPngngNn
ooo

o

ρϕρ
ρρϕϕϕ

=→=
===+===∈∀

))((
)(),(),()),(()()(, 222  

Es decir, las dos aplicaciones, f y g, son tales que tienen la misma imagen para el cero 
y además existe una aplicación ρ de N en N tal que ggff oooo ρϕρϕ == , , por 
lo que, teniendo en cuenta el teorema 1.3, ambas aplicaciones coinciden, 

Nnngnf ∈∀= ),()( es decir, NmnmnPmnP ∈= ,),,(),( 21 . 
 
NOTACIÓN: Representaremos en adelante la multiplicación de dos elementos de N, 
m y n, en la manera habitual: 
 

mnmnP .),( =  
 
y las dos condiciones de la definición serían, con esta notación: 
 

1) 0.0 =m  
                              2) mmnmn += .).(ϕ . 
 
Teorema 3.2: 
Se verifican las propiedades distributiva respecto de la suma, asociativa, 
conmutativa y cancelativa para la multiplicación de números naturales: 
Propiedad distributiva respecto de la suma: cabacbaNcba ..).(,,, +=+∈∀  

Propiedad conmutativa: abbaNba ..,, =∈∀  

Propiedad asociativa: )..()..(,,, cbacbaNcba =∈∀  

Propiedad cancelativa: bacbcaNcba =→=∈∀ ..,,,  
 

Demostración: 
1) Propiedad distributiva respecto de la suma: cabacbaNcba ..).(,,, +=+∈∀  

Consideremos { }NcbcabacbaNa ∈∀+=+∈=Α ,,..).(/ , y veamos que tal conjunto 
coincide con N. 
- Α∈0 , pues 0).(0 =+ cb , y 000.0.0 =+=+ cb , luego cbcb .0.0).(0 +=+  

- =+++=+++=+++=+Α∈∀ ).()(..)().()).((, ccababcbcabacbcbacbaa ϕ  

Α∈→+=+→+= )().().()).(().().( acabacbacaba ϕϕϕϕϕϕ  

En definitiva, vemos que Naa =Α⇒Α∈→Α∈Α∈ )()2,0)1 ϕ , por Ax.5. 
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Luego, se verifica que Ncbacabacba ∈∀+=+ ,,,..).( . 
 

2) Propiedad conmutativa: abbaNba ..,, =∈∀  

2.1) veamos primero que 0..0, bbNb =∈∀  

Sea { }bbNb .00./ =∈=Α , y veamos que coincide con N. 

- ,0 Α∈ pues 0.0=0. 

- →=→=+=+=+==Α∈∀ )(.00).(0000.000.0).(,0)(.0, bbbbbbb ϕϕϕϕ  

,)( Nb =Α→Α∈→ϕ  por Ax.5 

2.2) Veamos ahora que también es )0(.).0(, ϕϕ bbNb =∈∀  

Sea { }bbNb ).0()0(./ ϕϕ =∈=Α , y veamos que coincide con N. 

- ,0 Α∈ pues, por 2.1), es  0).0()0(.0 ϕϕ = . 

- =+=+=+=Α∈∀ )0().0().0()0().0()0()0(.)0().(, ϕϕϕϕϕϕϕϕϕ bbbbb  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ,)()0()0().(

)0(0)0()0()0()0()0(
Nbbb

bbbb
=Α→Α∈→=→

→=+=+=+=
ϕϕϕϕϕ

ϕϕϕϕϕϕϕϕ
 

2.3) Finalmente podemos ver ya que abbaNba ..,, =∈∀  

Sea { }NabaabNb ∈∀=∈=Α ,../  

- Α∈0 , pues por 2.1) es 0..0 aa =  
- =+=+=+=+=+=Α∈∀ ))0(.())0(.()0(....).(, babaabaabaaababb ϕϕϕϕ  

Α∈→=→=+= )()(.).()(.)0(. bbaabbaba ϕϕϕϕϕ  

Así, pues, por Ax.5 es N=Α , cumpliéndose que abbaNba ..,, =∈∀  
 

3) Propiedad asociativa: )..()..(,,, cbacbaNcba =∈∀  

Sea { }NcbcbacbaNa ∈∀=∈=Α ,,)..()..(/  y veamos su coincidencia con N. 

- Α∈0 , pues ,0)..(0 =cb y 0.0)..0( == ccb , luego )..(0)..0( cbcb =  

- =+=+=+=+=Α∈∀ ).(.)..(.)..(.)..().).((, bbacbcbaccbcbacbcbacbaa ϕ  

Α∈→=→== )().).(().).(().).(()).(.( acbacbacbabac ϕϕϕϕϕ  

Luego, por Ax.5, es N=Α , y se verifica que )..()..(,,, cbacbaNcba =∈∀  
 

4) Propiedad cancelativa o simplificativa: 0..,,, =∨=→=∈∀ acbcabaNcba  

Consideremos { }0./ =∨=→=∈=Α acbacbaNa  

- Α∈0 , por definición de Α . 
- cbcabaccabbaccabbacabaa =→=∧+=+→+=+→=Α∈∀ ......).().(, ϕϕ , por 

la propiedad cancelativa de la suma. Por tanto, cbcabaa =→=Α∈∀ ).().(, ϕϕ , lo 

que nos indica que Α∈)(aϕ , y por Ax.5, que N=Α  . Por consiguiente, la 

propiedad cancelativa es correcta: 0..,,, =∨=→=∈∀ acbcabaNcba . 
 
 
 
 
4. La ordenación: 
 

De los axiomas de Peano sabemos que todo número natural tiene un siguiente. 
Veamos, que cualquier número natural, salvo el cero, es siguiente de otro número 
natural, mediante una sencilla proposición. 
 
Teorema 4.1: 
Todo número natural distinto del cero es el siguiente de otro número natural: 
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nmNmnNn =∈∃≠∈∀ )(/,0/ ϕ  

 
Demostración: 
Consideremos el conjunto { }nmNmnNn =∈∃∨=∈=Α )(/0/ ϕ , y veamos que ha 
de coincidir con N usando el axioma 5 de la inducción completa. 
- Α∈0 , por construcción de Α . 
- [ ] [ ] Α∈→=∃→=→=∈∃Α∈∀ )()()(/)()()()(/, nnmmnmnmNmn ϕϕϕϕϕϕϕϕϕ  

O sea, 1) Α∈→Α∈∀Α∈ )(,0 nn ϕ , lo que implica que N=Α , y, por 

consiguiente, todo número natural n distinto del cero es el siguiente de otro número 
natural m, que, además, es único, pues por el axioma 4, baba =→= )()( ϕϕ . 
 
Definición 4.1: 

a) Se define la relación “menor o igual que” ( )≤  del modo siguiente: 
 

bqaNqbaNba =+∈∃↔≤∈∀ /,,  
 

b) Se define la relación “mayor o igual que” ( )≥  de la forma: 
 

abbaNba ≤↔≥∈∀ ,,  
 
c) Se define la relación “menor estrictamente que” ( )< : 

 
bababaNba ≠∧≤↔<∈∀ ,,  

 
d) Se define la relación “mayor estrictamente que” ( )> : 

 
abbaNba <↔>∈∀ ,,  

 
Teorema 4.2: 
La relación “menor o igual que” es relación de orden, es decir, es reflexiva, 
antisimétrica y transitiva. 
 
Demostración: 

a) es reflexiva: 
aaaaaNNa ≤→=+=+∈∃∈∀ 00/0,  

b) es antisimétrica: 

→++=→++=++=+=→




=+∈∃
=+∈∃

→




≤
≤

)()(
/
/

qpbbqpbpqbpab
aqbNq
bpaNp

ab
ba

                                            baqp =→==→ 0  
c) es transitiva: 

→++=→++=++=+=→




=+∈∃
=+∈∃

→




≤
≤

)()(
/
/

qpacqpaqpaqbc
cqbNq
bpaNp

cb
ba

                                          cacqpaNqp ≤→=++∈+∃→ )(/)(  
 
Corolario 1: 

a) La relación “mayor o igual que” es también relación de orden. 
b) La relación “menor estrictamente que” es relación de orden estricto. 
c) La relación “mayor estrictamente que” es relación de orden estricto. 
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Demostración: 
Es trivial, en los tres casos, a la vista del teorema. 
 
Corolario 2: 
Todo número natural es estrictamente menor que su siguiente: )(, aaNa ϕ<∈∀  
Demostración: 

)()()0(/)0()0()0()( aaaaNaaa ϕϕϕϕϕϕϕ ≤→=+∈∃→+=+=  

por teorema 1.1 sabemos que )(aa ϕ≠ , por tanto: 

)()()( aaaaaa ϕϕϕ <→≠∧≤  
Corolario 3: 
El cero es menor estrictamente que cualquier otro número natural: 0,0 ≠∀< nn  
Demostración: 
Por teorema 4.1, nmNmnNn =∈∃≠∈∀ )(/,0/ ϕ . 

Si nnmmmm <→<→=<∧=→= 0)0(0)(00 ϕϕ  

Si mpNpm =∈∃→≠ )(/0 ϕ  

Si nmmpppp <<→<→=<∧=→= 0)0(0)(00 ϕϕ  

Si pqNqp =∈∃→≠ )(/0 ϕ  
Y así, podríamos continuar el proceso, con lo que aplicando la propiedad transitiva, 
encontramos que 0,0 ≠∀< nn . 
 
Teorema 4.3: 
Se verifica la alternativa siguiente: 

bababaNba >∨=∨<∈∀ ,, (propiedad de tricotomía). 

(esto es lo mismo que afirmar que abbaNba ≤∨≤∈∀ ,, , es decir, que la relación 

de órden “ "≤  es un orden total) 
Demostración: 
Fijemos el elemento a y definamos los tres conjuntos que  establecen la tricotomía: 

{ } { } { }abNbabNba >∈=Α<∈=Α=Α /,/, 321 . Como veremos, los tres conjuntos 

son disjuntos dos a dos. 

El teorema quedará probado si U
3

1=

=
i

iAN siendo  jiji ≠=Α∩Α ,φ . Veámoslo 

suponiendo en primer lugar que es a=0 y luego para .0≠a  
a) Si es a=0: { } { } { }0/0/,,0 321 ≠∈=>∈=Α=Α=Α bNbbNbφ . Obviamente, 

en este caso se verifica que { } { } 3210/0 Α∪Α∪Α=≠∈∪∪= bNbN φ , 

verificandose también que  

     
{ }
{ } { } ,0/0

,0

31

21

φ
φφ

=≠∈∩=Α∩Α
=∩=Α∩Α

bNb
 

         { } { } φ=>∈∩<∈=Α∩Α abNbabNb //32  

     b) Si es 0≠a , como es a>0, entonces 20 Α∈  

         Consideremos  el  conjunto   321 Α∪Α∪Α=Α   a fin  de aplicar la  inducción 

         completa: 
         - ,0 Α∈  pues 20 Α∈ . 

         - 321 Α∈∨Α∈∨Α∈→Α∈∀ bbbb  

                 - Si Α∈→Α∈→>→>→=→Α∈ )()()()( 31 bbabbbabb ϕϕϕϕ  

                  
                 - Si .0,/2 ≠=+∈∃→<→Α∈ papbNpabb  
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                       Si Α∈→Α∈→=→=+→= )()()()0()0( 1 bbababp ϕϕϕϕϕ  

                       Si →++=+→+=∈∃→≠ )0()0(/)0( ϕϕϕ rbpbrpNrp  

                           
Α∈→

→Α∈→<→=+→=++→
)(

)()()())0(( 2

b
babarbarb

ϕ
ϕϕϕϕ

 

                 - Si →Α∈→>→>>→>→Α∈ 33 )()()( bababbabb ϕϕϕ  

                           Α∈→ )(bϕ  

En definitiva, Α∈→Α∈∀ )(bb ϕ . En consecuencia es N=Α por el axioma 5. 
Verificándose que  

     
{ } { }
{ } { } ,/

,/

31

21

φ
φ

=>∈∩=Α∩Α
=<∈∩=Α∩Α

abNba
abNba

 

         { } { } φ=>∈∩<∈=Α∩Α abNbabNb //32  

Es obvio que las dos primeras intersecciones son el vacío. Veamos que también se 
verifica la tercera mediante una reducción al absurdo. Supongamos que existe un 
número 32 Α∩Α∈q : 

qqaqaqqqq >→>∧<→Α∈∧Α∈→Α∩Α∈ 3232  lo que es absurdo. 

 
Teorema 4.4: 





≠∈∀<
∈∀+<+

→<∈∀
0,,..

,
,,

pNppbpa
Nppbpa

baNba  

Demostración: 
1) qbpaqpapqapbbqaqNqba +<+→++=++=+→=+≠∈∃→< )(/0,  

2) →≠∧+=+=→=+≠∈∃→< 0...).(./0, pqpqpapqapbbqaqNqba  

            pbpa .. <→  
 
Teorema 4.5: 

1) bapbpaNp <→+<+∈∀ ,  

2) bapbpapNp <→<≠∈∀ ..,0,  
Demostración: 
1) →++=+→++=+≠∈∃→+<+ pqapbqpapbqNqpbpa )()(/0,  

baqqab <→≠∧+=→ 0  

2) Si pbpa .. <  entonces puede darse solamente una de estas tres relaciones: 

bababa <>= ,, . Vamos a ver que no pueden darse las dos primeras: 

- Si pbpaba .. =→= , que no es el caso, luego ba ≠ . 

- Si ,.. pbpaba >→>  que tampoco es el caso, luego bano >  

por tanto, por la propiedad de tricotomía, ha de ser ba <  
 
Teorema 4.6: 





≠∈∀>
∈∀+>+

→>∈∀
0,,..

,
,,

pNppbpa
Nppbpa

baNba  

Demostración: 
Trivialmente análoga a la demostración del teorema 4.4. 
 
 
 
 
Teorema 4.7: 



INTRODUCCIÓN DE LOS NÚMEROS NATURALES MEDIANTE LOS AXIOMAS DE PEANO         Carlos S. CHINEA 

 10

1) bapbpaNp >→+>+∈∀ ,  

2) bapbpapNp >→>≠∈∀ ..,0,  
Demostración: 
Trivialmente análoga a la demostración del teorema 4.5. 
 
 
Con estos cuatro últimos teoremas comprobamos la estabilidad del orden total en N 
con respecto a las dos leyes internas, operaciones, definidas antes. 
 
En consecuencia, los cinco axiomas de Peano permiten construir el conjunto N de 
los números naturales y establecer su estructura algebraica como la de un 
semianillo conmutativo con elemento unidad y totalmente ordenado, en donde es el 
cero el elemento neutro de la suma o ley aditiva del semianillo y )0(ϕ  el elemento 
unidad, neutro para la multiplicación o ley multiplicativa del semianillo. 

 
aaaNa =+=+∈∀ 00,  

aaaNa ==∈∀ ).0()0(., ϕϕ  
 

),.,,( ≤+N  es semianillo conmutativo con elemento unidad totalmente ordenado. 
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