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INTRODUCCION DE LOS NUMEROS NATURALES
MEDIANTE LOS AXIOMAS DE PEANO

El conjunto N de los nimeros naturales puede ser introducido de forma
natural como el conjunto de los cardinales de los conjuntos entre si
coordinables, en el sentido de Dedekind:

0 = card(9), 1=card({p}), 2 = card({p,{}}), ...

sin embargo, resulta equivalente introducirlos desde el punto de vista de
un lenguaje formalizado, desde la ldégica matematica, mediante un
conjunto de axiomas o condiciones postuladas. En 1989 Giusepe Peano
propuso un conjunto de nueve axiomas (que después de algunas
correcciones quedarian en solo cinco) con los cuales es posible deducir en
N tanto las propiedades de las operaciones internas de suma vy
multiplicacion como su orden total.

En la presentacion que sigue exponemos los cinco postulados de Peano y la

derivaciéon de las propiedades basicas para la suma y la multiplicaciéon en
N, asi como su ordenacion.

1. Los axiomas de Peano:

Se define el conjunto N de los nimeros naturales como un conjunto que verifica las
cinco condiciones siguientes:

1) Existe un elemento de N al que llamaremos cero (0), esto es,

0eN
2) Existe la llamada aplicacion siguiente ¢ : N — N :
o:N—>N, VneN,p(n)e N
3) El cero no es imagen por la aplicacion siguiente:
Vne N, p(n)+#0

4) La aplicacién siguiente es inyectiva:

n,me€ NxN, ¢(n) =@(m) >n=m
5) Se verifica la inducciéon completa:

D0eA

=A4A=N

2)‘v’neA—>(p(n)eA}

Resumiendo lo que afirman estos postulados o axiomas, podemos entender que se
trata de un conjunto que tiene un elemento, el cero (Ax.1), que no es siguiente de
ningun otro (Ax. 3), es decir, se trata del primer elemento del conjunto, y todos los
demas elementos tienen cada uno un elemento siguiente (Ax. 2), de modo que dos
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elementos distintos tienen siguientes distintos (Ax.4). El quinto postulado es de
suma importancia por dotarnos de un método de demostracion de propiedades, ya
que nos indica que todo conjunto A al que pertenezca el cero, y tal que todo
elemento de A tiene siguiente en A, necesariamente ha de coincidir con el conjunto
N de los niumeros naturales. Es lo que se acostumbra a denominar método simple
de induccién completa.

A partir de estas cinco condiciones, y usando sistematicamente el quinto axioma,
de la induccién completa, podemos probar todas las propiedades del conjunto N.

Teorema 1.1:
Ningun numero natural coincide con su siguiente, Vn € N, n # ¢(n).

Demostracion:
Sea A= {n eN/n# go(n)}. Veamos que tal conjunto coincide con N.

1) 0 e A, pues, por Ax. 3, 0= ¢(0)

2) Vne A, n+#@n)— on)#e(p(n)), por Ax. 4. Luego ¢(n) € A

En definitiva, vemos que 1)0 e A, 2)ne A > p(n)e A= A=N, por Ax.5.
Luego, en todo N se verifica que ningln numero natural coincide con su siguiente.

Teorema 1.2:
Si dos aplicaciones de N en N conmutan con la aplicaciéon siguiente y tienen la
misma imagen para el cero, entonces ambas coinciden. Es decir:
fep=gof
fgedpr o (N ©=8O= fn)=glm).Vne N

donde hemos llamado Ap(N) al conjunto de las aplicaciones de N en N.

Demostracion:
Sea A= {n eN/f(n)= g(n)}. Veamos que tal conjunto coincide con N.

1) 0 € A, pues por hipoétesis del teorema, f(0)= g(0).
2) VneA, f(n)=g(m - plf(m]=plgm] - (po ) =(po g)n) -
= (f o)) =(g°0)m) > flp(m]=glo(m]— p(n) < A
En definitiva, vemos que 1) 0 € A, 2)ne A > ¢p(n)e A= A=N, por Ax.5.
Luego, se verifica que f(n)=g(n),Vne N .

Teorema 1.3:
Si dos aplicaciones de N en N, f,g e Ap(N), tienen la misma imagen para el cero y

existe alguna aplicacion pde N en N tal que fop=pof, gop=pog, entonces
ambas aplicaciones coinciden, esto es, f(n)=g(n),Vne N

Demostracion:
Sea A= {n eN/f(n)= g(n)}. Veamos que tal conjunto coincide con N.

1) 0 € A, pues por hipoétesis del teorema, f(0)= g(0).

2) Vne A, (fop)m)=(po /)m) = flo(m)]= plf(m)]= plg(m]= (oo g)n) =
=(gop)n) = glp(m] > Vne A, flom]=glom]— o(n) c A

En definitiva, vemos que 1) 0 € A, 2)ne A > p(n)e A= A=N, por Ax.5.

Luego, se verifica que f(n)=g(n),Vne N .
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2. La suma o adicion de nimeros naturales:

Definicion 2.1:
Definimos la suma de nUumeros naturales como una aplicacion S:NxN — N, de
modo que para Vn,m € NxN, S(n,m) e N se cumple que:

1) S(0,m)=m
2) S(p(n),m) = p[S(n,m)].

Teorema 2.1:
La definicion de suma es Unica, es decir, si §S,,5, son sumas, entonces S, =, .
Demostracioén:
Definamos dos aplicaciones, f'y g, mediante S; y S,, y veamos a continuacién que
han de coincidir.
Sea f:N — N definida para Vne N, f(n)=S,(n,m),me N
Sea g: N — N definida para Vne N, g(n)=S,(n,m),me N
Entonces:
f(0)=S8,(0,m)=m
1 — f(0)=g(0)
g(0)=5,(0,m)=m
VneN,(f o p)n) = flp(m)]=S,(p(n),m) = g[S, (n,m)| = | f ()] = (¢ f Yn) >
—>VneN,(fopkn)=(po f)n)—> fop=gof
Vne N, (gop)n) = glo(m]=S,(p(n).m) = g[S, (n.m)] = plg(n)] = (po g)n) >
—>VneN,(gop)n) =(pog)n) > gop=gpog
Es decir, las dos aplicaciones, f'y g, son tales que tienen la misma imagen para el cero
y ademas conmutan con la aplicacion siguiente, por lo que, aplicando el teorema 1.2,
f(n)=g(n),Vne N esdecir, S,(n,m)=S,(n,m),n,meN .

NOTACION: Representaremos en adelante la suma de dos elementos de N, m y n,
en la manera habitual:

S(n,m)=n+m
y las dos condiciones de la definicion serian, con esta notacion:

1) O+m=m
2) p(n)+m=@(n+m).

Teorema 2.2:
Se verifican las propiedades asociativa, conmutativa y cancelativa para la suma de
numeros naturales:

Propiedad asociativa: Va,b,ce N,(a+b)+c=a+(b+c)

Propiedad conmutativa: Va,be N,a+b=b+a

Propiedad cancelativa: Va,b,ce N,a+c=b+c—>a=>b (también llamada
propiedad simplificativa de la suma)

Demostracién:
1) Propiedad asociativa: Va,b,ce N,(a+b)+c=a+(b+c)
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Sea A:{aeN/(a+b)+c:a+(b+c)), Vb,ceN}. Veamos que tal conjunto

coincide con N.

- 0e€A, pues aplicando la primera condicion de definicion de la suma, es

O+b)+c=b+c ytambién: 0+(b+c)=b+c, porello es (0+b)+c=0+(b+c).
VaeA,a+(b+c)=(a+b)+c—>gla+(b+c))=p((a+b)+c)— pla)+(b+c)=
=@p(a+b)+c—o>pla)+(b+c)=(p(a)+b)+c > p(a)e A

En definitiva, vemos que 1)0€ A, 2)ae A > @p(a) e A= A= N, por Ax.5.

Luego, se verifica que a+(b+c)=(a+b)+c,Va,b,ce N.

2) Propiedad conmutativa: Ya,be N,a+b=b+a
2.1) Veamos primero que Vbe N,0+b=b+0

A={beN/0+b=b+0}

-0eA, pues 0+0=0+0

-Vbe A, pb)+0=p(b+0)=p(0+b)=p(b)=0+@(b) > p(b) e A

Luego, por Ax.5, es A= N, y se verifica que Vbe N,0+b=b+0.
2.2) Veamos ahora que Vbe N, p(0)+b=>b+¢(0)

A={beN/p0)+b=b+p(0)}

- 0eA, pues @(0)+0=p(0+0)=¢p(0)=0+¢(0)

- Vb e A, p(b) +p(0) = p(b+p(0)) = p((0) +b) = p[p(0+b)] =

= p(@(b)) = p(0+ (b)) = p(0) + p(b) > p(b) € A

Luego, por Ax.5, es A= N, y se verifica que Vbe N, p(0)+b=b+¢(0).
2.3) Veamos finalmente que VYa,be N,a+b=b+a

A={beN/a+b=b+a,Vaec N}

-0e€A, pues a+0=0+q,Vae N, por 2.1).

- Vbe A, a+pb)=a+p0+b)=a+[p0)+b]=[a+p0)]+b=

=[p(0)+al+b=p0)+[a+b]=p[0+(a+b)]=p(a+b)=

=@pb+a)=pb)+a—> pb)e A

Luego, por Ax.5, es A= N, y se verifica que Ya,be N,a+b=b+a.

3) Propiedad cancelativa: Va,b,ce N,a+c=b+c—>a=>b
A={ceN/a+c=b+c—>a=b}

-0e€A, pues a+0=b+0—>0+a=0+b—>a=>b por 2.1).

-Vee A,a+@(c)=b+@(c) > p(c)+a=p(c)+b—> p(c+a)=p(c+b) >
—>c+a=c+b—>a+c=b+c—a=>b. Portanto, p(c)e A

Luego, por Ax.5, es A =N, verificandose la propiedad.

3. La multiplicacion o producto de nimeros naturales:

Definicion 3.1:
Definimos la multiplicacion de nameros naturales como wuna aplicacion
P:NxN — N, de modo que para Vn,me NxN, P(n,m) e N se cumple que:

1) P(0,m)=0

2) P(p(n),m)= P(n,m)+m.
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Teorema 3.1:

La definicion de multiplicacion es Unica, es decir, si B,P, son multiplicaciones,
entonces £ =P .

Demostracion:

Definamos dos aplicaciones, f'y g, mediante P; y P,, y veamos a continuacién que
han de coincidir.

Sea f:N — N definida para Vne N, f(n)=PF(n,m),me N
Sea g: N — N definida para Vne N, g(n) =P (n,m),me N
Definamos también p: N > N: Vne N, p(n)=n+m,me N
Entonces:
f(0)=F(0,m)=0
1 — f(0)=¢g(0)
g(0)=F(0,m)=0
VneN,(f o p)n) = flp(m)]= R(p(n),m) = B(n,m)+m= p[B(n.m)]= p[f(m)]=
=(pe f)n) > fep=pof
Vne N, (g0 p)n) = glp(m)]= B(p(n),m) = P,(n,m)+m = p[P,(n,m)]= plg(n)]=
=(peg)n)>gop=peg
Es decir, las dos aplicaciones, f'y g, son tales que tienen la misma imagen para el cero
y ademads existe una aplicacion pde N en N tal que fop=po f, gop=pog, por
lo que, teniendo en cuenta el teorema 1.3, ambas aplicaciones coinciden,
f(n)=g(n),Vvne N esdecir, B(n,m)=P(n,m),n,me N .

NOTACION: Representaremos en adelante la multiplicacién de dos elementos de N,
m y n, en la manera habitual:

P(n,m)=nm
y las dos condiciones de la definicidon serian, con esta notacion:

1) 0.m=0
2) p(n)m=nm+m.

Teorema 3.2:

Se verifican las propiedades distributiva respecto de la suma, asociativa,
conmutativa y cancelativa para la multiplicacién de niumeros naturales:

Propiedad distributiva respecto de la suma: Va,b,ce N,a.(b+c)=ab+a.c

Propiedad conmutativa: VYa,be N,ab=b.a
Propiedad asociativa: Va,b,c € N, (a.b).c =a.(b.c)
Propiedad cancelativa: Va,b,ce N,ac=bc—>a=>b

Demostracién:
1) Propiedad distributiva respecto de la suma: Va,b,ce N,a.(b+c)=ab+a.c

Consideremos A = {a eN/a(b+c)=ab+ac,Vb,ce N}, y veamos que tal conjunto

coincide con N.
-0eA,pues 0.(b+¢)=0,y 0b+0c=0+0=0, luego 0.(b+¢c)=0b+0.c

-VaeA,p(a).(b+c)=a(b+c)+(b+c)=ab+ac+b+c=(ab+b)+(ac+c)=
=@(a)b+@(a)c— p(a).(b+c)=p(a)b+p(a)c > @pa)e A
En definitiva, vemos que 1) 0 € A, 2)ae A > @p(a)e A= A=N, por Ax.5.
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Luego, se verifica que a.(b+c)=ab+a.c,Va,b,ce N .

2) Propiedad conmutativa: Va,be N,ab=b.a
2.1) veamos primero que Vbe N,0.b=5.0
Sea A={be N/b.0=0b}, y veamos que coincide con N.
- 0 A, pues 0.0=0.
-Vbe A, 0.p(b)=0, p(b).0=b0+0=05+0=0+0=0—> ¢(b).0=0.0(b) >
—>p(b)e A—> A= N, por Ax.5
2.2) Veamos ahora que también es Vb e N, ¢(0).b =b.p(0)
Sea A= {b e N/b.p(0) = go(O).b}, y veamos que coincide con N.
- 0 e A, pues, por 2.1), es 0.9(0) = ¢(0).0.
- Vb e A, p(b).9(0) = b.p(0) + ¢(0) = 9(0).0 + p(0) = p(0).6 + (0).0(0) =
= p(0)(b+ 9(0))= (0)(9(0) +b) = P(0)p(0 + b) = p(0)(b) —
= ¢(0).9(0) = p(0)p(b) > p(b) e A—> A= N,
2.3) Finalmente podemos ver ya que Va,be N,ab=b.a
Sea A={be N/ba=ab,Vae N}
-0eA, puespor2.1)es 0.a=a.0
-Vbe A, p(b)a=ba+a=ab+a=ab+ap(0)=a.(b+@0))=a.(p0)+b)=
=a.p(0+b) =a.p(b) > ¢(b).a=ap) > pb) e A
Asi, pues, por Ax.5 es A= N, cumpliéndose que Ya,be N,ab=b.a

3) Propiedad asociativa: Va,b,c € N, (a.b).c =a.(b.c)
Sea A= {a e N/a.(bc)=(ab).c,Vb,ce N} y veamos su coincidencia con N.
- 0e A, pues 0.(b.c)=0, y (0b)c=0.c=0, luego (0.b).c=0.(b.c)
- Vae A, p(a).(bc)=a.(bc)+bc=(ab)c+bc=c.(ab)+cb=clab+b)=
=c.(p(a)b) =(p(a)b).c > ¢p(a).(b.c) =(p(a).b).c — p(a)e A
Luego, por Ax.5, es A= N, y se verifica que Va,b,c e N, (a.b).c=a.(b.c)

4) Propiedad cancelativa o simplificativa: Va,b,ce N,ab=ac—>b=cva=0
Consideremos A={ae N/ab=ac—>b=cva=0}

- 0e A, por definicion de A..
- YaeA,p(a)b=¢p(a)c >ab+b=ac+c—>ab+b=ac+crab=ac—>b=c, por

la propiedad cancelativa de la suma. Por tanto, Vae A, p(a)b=¢p(a)c—>b=c, lo
que nos indica que ¢@(a)e A, y por Ax.5, que A=N . Por consiguiente, la
propiedad cancelativa es correcta: Va,b,ce N,ab=ac—>b=cva=0.

4. La ordenacion:

De los axiomas de Peano sabemos que todo numero natural tiene un siguiente.
Veamos, que cualquier nUmero natural, salvo el cero, es siguiente de otro numero
natural, mediante una sencilla proposicion.

Teorema 4.1:
Todo numero natural distinto del cero es el siguiente de otro nimero natural:
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VneN/n#0, dme N/o(m)=n

Demostracién:
Consideremos el conjunto A = {n eN/n=0v3dIme N/p(m)= n}, y veamos que ha

de coincidir con N usando el axioma 5 de la induccién completa.
- 0e€ A, por construccién de A.

- VneA,Ime N/om) =n— glpim)]= p(n) > 3p(m)/ plp(m)] = p(n) > p(n) € A
O sea, 1) 0eA, Vne A—>@(n)eA, lo que implica que A=N, vy, por
consiguiente, todo numero natural » distinto del cero es el siguiente de otro nimero
natural m, que, ademas, es Unico, pues por el axioma 4, ¢(a) =@(b) >a=>b.

Definicion 4.1:
a) Se define la relacién “menor o igual que” (S) del modo siguiente:

Va,be Nya<b<>3qeN/a+q=>b
b) Se define la relacién “mayor o igual que” (2) de la forma:
VYa,be Naz2b<>b<a
c) Se define la relaciéon “menor estrictamente que” (<):
Ya,be N,a<b<>a<bnra#h
d) Se define la relacion “mayor estrictamente que” (>):

Ya,be Nya>b<>b<a

Teorema 4.2:

La relacion “menor o igual que” es relacién de orden, es decir, es reflexiva,
antisimétrica y transitiva.

Demostracién:
a) es reflexiva:
YaeN,H0eN/a+0=0+a=a—>a<a
b) es antisimétrica:
aﬁb} dpeN/a+p=>b
%

b< }—>b:a+p:b+q+p:b+(p+q)—>b=b+(p+q)—>
sa

dgeN/b+qg=a
—>p=q=0—>a=>b
c) es transitiva:
aSb}—)EIpEN/a+p=b}—>c:b+q=a+p+q=a+(p+q)—>c=a+(p+q)—>
b<c dgeN/b+qg=c
—>3Ip+qg)eN/a+(p+g)=c—>a<c

Corolario 1:
a) La relacion “mayor o igual que” es también relacion de orden.
b) La relacién *menor estrictamente que” es relacion de orden estricto.
c) La relacidon “mayor estrictamente que” es relacion de orden estricto.
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Demostracioén:
Es trivial, en los tres casos, a la vista del teorema.

Corolario 2:
Todo numero natural es estrictamente menor que su siguiente: Va e N, a < ¢(a)

Demostracion:

p(@)=p0+a)=p0)+a—>Ip(0)e N/a+@(0) =p(a) > a < p(a)

por teorema 1.1 sabemos que a # ¢(a), por tanto:
alpla)na+@la) > a<epa)

Corolario 3:

El cero es menor estrictamente que cualquier otro nimero natural: O0<n, Vi # 0

Demostracion:
Por teorema 4.1, Vne N/n#0, 3me N/p(m)=n.

Sim=0->m=0Am<p(m)=n—>0<@p0)>0<n

Sim#0—>3IpeN/p(p)=m

Si p=0->p=0Ap<p(p)=m—>0<p(0)>0<m<n

Si p0—>3JgeN/p(q)=p

Y asi, podriamos continuar el proceso, con lo que aplicando la propiedad transitiva,
encontramos que 0<n, Vn#0.

Teorema 4.3:
Se verifica la alternativa siguiente:
VYa,be N,a<bv a=bv a>b(propiedad de tricotomia).

(esto es lo mismo que afirmar que Va,be N,a<bv b<a, es decir, que la relacién

de 6rden “<" es un orden total)
Demostracion:
Fijemos el elemento a y definamos los tres conjuntos que establecen la tricotomia:

A =1{a}, A,={peN/b<a}, A,={beN/b>a}. Como veremos, los tres conjuntos

son disjuntos dos a dos.

El teorema quedard probado si N = OAZ. siendo A, N Aj =¢, i# j. Vedmoslo
i=1

suponiendo en primer lugar que es a=0 vy luego para a # 0.

a) Siesa=0: A, ={0}, A,=¢, A,={beN/b>0}={bec N/b=0}. Obviamente,
en este caso se verifica que N={0}Ugu{beN/b=#0}=A UA, UA,,
verificandose también que

AnA,={0ing=4.
ANA ={0n{beN/b=0}=4,
A,NA,=beN/b<ajn{beN/b>a}=¢

b) Sies a#0, como es a>0, entonces 0 € A,

Consideremos el conjunto A=A UA,UA,; afin de aplicar la induccién

completa:
- 0e€A, pues 0 A,.

-VbeA—>beA vbeA,vbeA,
-SibeA >b=a—>¢pb)>b—>pb)>a—>pb) e A, > pb)e A

-SibeA,>b<a—>3IpeN/b+p=a,p#0.
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Si p=¢(0)>b+p0)=a—>pb)=a—>pb)ecA, > pb)eA
Si pzp(0)—>3IreN/p=r+p0)—>b+p=b+r+¢0)—>
> b+p0)+r=a—->pb)+r=a—>pb)<a—>pb)eA, >
—>pb)e A
-SibeA,>b>a—>pb)>b>a—>pb)>a—>pb)e A, >
—>pb)e A
En definitiva, Vb € A — ¢(b) € A. En consecuencia es A = N por el axioma 5.
Verificandose que
A NA,={a}n{beN/b<al=4¢,
ANA,={ajn{beN/b>a}=4¢,
A,NA,={beN/b<ajnibeN/b>a}l=¢

Es obvio que las dos primeras intersecciones son el vacio. Veamos que también se
verifica la tercera mediante una reduccion al absurdo. Supongamos que existe un

numero ge A, NA;:

geA,NA, >qeA,Anqe A, >g<anqg>a—>q>q loque es absurdo.

Teorema 4.4:
Va,beN,a<b—>{a+p<b+p’vPEN
ap<bp,VpeN,p#0
Demostracion:
1) a<b—>3geN,g#0/a+qg=b—>b+p=a+q+p=(a+p)+qgq—>a+p<b+gq
2) a<b—>3geN,q#0/a+g=b—>bp=(a+q)p=ap+q.prqp#0—
—>a.p<b.p

Teorema 4.5:

1) VpeN,a+p<b+p—>a<b

2) VpeN,p#0,a.p<b.p—>a<b
Demostracién:
1)a+p<b+p—>3geN,q#0/b+p=(a+p)+g—o>b+p=(a+q9)+p—

—>b=a+grqg#0—>a<b

2) Si a.p<b.p entonces puede darse solamente una de estas tres relaciones:
a=b, a>b, a<b.Vamos a ver que no pueden darse las dos primeras:
-Sia=b—>a.p=>b.p, que no es el caso, luego a #b.
-Si a>b—a.p>b.p, que tampoco es el caso, luego noa>b
por tanto, por la propiedad de tricotomia, ha de ser a < b

Teorema 4.6:

+p>b+p,Vpe N
Ya,be Nya>b— arp PP <
a.p>bp,VYpeN,p+#0

Demostracién:
Trivialmente analoga a la demostracion del teorema 4.4.

Teorema 4.7:



INTRODUCCION DE LOS NUMEROS NATURALES MEDIANTE LOS AXIOMAS DE PEANO Carlos S. CHINEA

1) VpeN,a+p>b+p—>a>b
2) VpeN,p#0,a.p>b.p—>a>b

Demostracion:
Trivialmente andloga a la demostracién del teorema 4.5.

Con estos cuatro ultimos teoremas comprobamos la estabilidad del orden total en N
con respecto a las dos leyes internas, operaciones, definidas antes.

En consecuencia, los cinco axiomas de Peano permiten construir el conjunto N de
los numeros naturales y establecer su estructura algebraica como la de un
semianillo conmutativo con elemento unidad y totalmente ordenado, en donde es el
cero el elemento neutro de la suma o ley aditiva del semianillo y ¢(0) el elemento

unidad, neutro para la multiplicaciéon o ley multiplicativa del semianillo.

VaeN,a+0=0+a=a
Vae N, ap(0)=¢p(0)a=a

(N,+,.,<) es semianillo conmutativo con elemento unidad totalmente ordenado.
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