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1. El nimero de oro:
Euclides (325 a.C.-265 a.C.) expone en sus Elementos:

“Se dice que una linea recta esta dividida en el extremo y su proporcional cuando la
linea entera es al segmento mayor como el mayor es al menor”.

En el lenguaje que manejamos en la actualidad diriamos que un segmento esta
dividido en la proporcion aurea si la razén entre la longitud total del mismo y la
longitud del mayor es la misma que la razén entre la longitud del mayor y la
longitud del menor.

Esta es la primera referencia segura que conocemos sobre esta proporcién que hoy
denominamos numero dureo, numero de oro, divina proporcion, etc., pues aunque
algunos autores han sugerido la posibilidad de que el concepto esté contenido en
tablillas encontradas en Babilonia y Asiria, con datacion en 2000 anos antes de
Cristo, no existe una documentacién fiable de que fuera conocido antes de la obra
de Euclides.

Asi, si un segmento se divide en dos partes, a y b, con a mayor que b, ambas
estaran en la proporcién aurea si la razén entre la longitud a+b del segmento total
y la longitud @ del mayor es igual a la razén entre a y la longitud b del menor:

a+b a

a b

Esto quiere decir que se ha de verificar la relacién algebraica a’ =ab+b*, donde
las variables a y b son numeros reales positivos. Si resolvemos la ecuacién de
segundo grado en a se tiene, tomando, obviamente, la raiz positiva:
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Es decir, el nimero dureo es

¢ =1,6180339...

Se denomina seccion aurea al inverso del opuesto del niUmero aureo:
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Y resulta para la seccion aurea

Se dice que un rectangulo de lados a y b esta en la proporcion aurea, o en la divina

proporcion, si ambos lados se encuentran en la proporcion aurea.

Es muy sencillo encontrar graficamente el lado menor b del rectdangulo aureo

cuando solo se conoce el lado mayor a.

Haremos lo siguiente: Dibujaremos el cuadrado de lado a y marcaremos, con un
compas centrado en el punto medio M del lado CD, el arco de circunferencia que
pasando por A corta en N a la prolongacion del lado CD. Por N trazamos una
perpendicular a dicha prolongacién hasta cortar a la prolongacién del lado AB en el
punto Q. El rectédngulo dureo es el rectangulo de vértices QADN. En tal rectangulo
el lado a es AD y el lado b es ND. También, en este caso, es obvio que es también

rectangulo aureo el rectangulo de lados QB y QN. a

Q

™

D
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Comprobemos a continuacion que ambos lados estan en la proporcidn aurea, o sea

que a/b=¢:

- Calculemos en primer lugar, mediante el teorema de Pitagoras,
MA, que es igual, por construccién, a la longitud MN:

‘/a+ \/g 2J5 = MN

- Como ND= b—MN-DM——

- Por consiguiente, la proporcio’n es:
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2. La sucesion de Fibonacci:

El matematico italiano Leonardo de Pisa (1170-1250), conocido como Fibonacci, se
hizo famoso tanto por su gran contribucién a la divulgacion en Europa del sistema
de numeracion indo-arabigo que utilizamos hoy, como por el descubrimiento de una
sucesion de numeros reales, que se conoce desde entonces con su nombre.

Se trata de la sucesién que comenzando con los numeros f, =0, f, =1, cada
término resulta ser la suma de los dos anteriores:

(), ={0,11,2,3,58,13,..., f;...|
Asi, pues, se tiene que Vn>1, f, =f _, +f,_,

En realidad, las ideas basicas de la sucesion se encontraban en la obra de algunos
matematicos hindues como Pingala (200 a.C.), y ya en el siglo XII, la usaban
Gopala (1135) y Hemachandra (1150).

Fibonacci presentd la sucesiéon en su obra Liber Abaci, en 1202, y manifiesta
haberla encontrado al resolver el problema de la cria de conejos: "Cierto hombre
tenia una pareja de conejos juntos en un lugar cerrado y desea saber cuantos son
creados a partir de este par en un afio, cuando es su naturaleza parir otro par en
un simple mes, y en el segundo mes los nacidos parir también".

Siendo el periodo de gestacidon de unos 31-32 dias, se trataria de conocer el
numero de animales (parejas) que existirdn a los 12 meses, suponiendo que se
reproducen continuamente y cada pareja de conejos da lugar a una nueva pareja
(macho y hembra). Cada conejo se puede cruzar a la edad de un mes. Se tendria:

Al comienzo del primer mes: 1 pareja (la pareja original que se
supone nace ahora).

Al final del primer mes: 1 pareja que se cruza (la pareja que
nace al comienzo del primer mes).

Al final del segundo mes: 2 parejas (hace una pareja) y se vuelve
a cruzar la primera pareja.

Al final del tercer mes: 3 parejas (hace la tercera pareja) y se
cruzan las dos preexistentes.

Al final del cuarto mes: 5 parejas (nacen dos parejas) y se
cruzan las tres preexistentes.

Al final del quinto mes: 8 parejas (nhacen tres parejas) y se
cruzan las cinco preexistentes.

Al final del sexto mes: 13 parejas (nacen cinco parejas) y se
cruzan las ocho que existian.

Al final del séptimo mes: 21 parejas (nacen ocho parejas) y se
cruzan las 13 preexistentes.

Al final del octavo mes: 34 parejas (nacen 13 parejas mas) y se
cruzan las 21 parejas que existian.

Al final del décimo mes: 55 parejas (21 que nacen ahora mas



Al final del undécimo mes:

Al final del duodécimo mes:

las 34 que ya existian).

89 parejas que corresponden a las 55
que existian mas las 34 que nacen
ahora).

144 parejas que son la suma de las 89
gue existian mas 55 que nacen ahora.

Cada uno de los términos de la sucesion de Fibonacci se obtienen, como luego se
comprobaria, sumando las diagonales del Triangulo de Tartaglia, tal como indicamos en la

figura:
|
Nameros de F"‘-‘/’(-:-»l” i__,""]‘
Fibonacci - ,a—-“"" et
- - = ‘__.--]_-. '2‘_
I’lz 1 g T ._,_.--"’;J //1
=1 =~ A 3 3 _A
2 A e - i
A Pl T il
f=3" ,..-f"’f o
f‘ o AT T 10 10 s
5: F - -
g~" 6 15 20 15 6 1
fs
_,,-"/
~ 137
Triangulo de Tartaglia
Es decir,
0
1
1 2 ! 1+1=2
*lo) U
£ 3 2 1+2=3
Y lo) U
1 4 3 2 1+3+1=5
0 1 2
f—5+4+3 1+4+3=8
6_ = =
0 1 2
6 5 4 3
| = + + + =1+5+6+1=13
0 1 2 3



y el término general, f,, vendra dado por la suma

s,
f”:j-o[ J ]

donde {g} denota la parte entera de la mitad de n.
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3. Relacion del nimero de oro con la sucesion de Fibonacci:

Veamos algunas de las mas importantes conexiones que existen entre la proporcion
aurea y los términos de la sucesién de Fibonacci.

3.1. Relacion mixta:

Si dos numeros reales, a y b, se encuentran en la proporcidon aurea (es decir, si
a/b =¢) entonces se verifica que

VneN/n>0,a"= f,.ab"" +f _.b"

siendo f, y f,_, el término n-simo y el término n-1-ésimo, respectivamente, de la
sucesion de Fibonacci.

Demostracion:

a+b a , N
=— > a*=ab+b>. Multiplicando esta relacién por a y simplificando, se

a
obtienen sucesivamente:

a*=ab+ b
a’=2ab’ +b’
a*=3ab’ +2b*
a’=5.ab* +3b°
a’=8.ab> +5b°

a"=f.ab" +f b

Si sustituimos en la expresién general la medida a por b.¢, se tendrd que:

'@ = f,bpb" "+ f b >P =f.p+ [,



3.2. Obtencion del numero de oro desde la sucesion de Fibonacci:

El cociente de dos términos consecutivos de la sucesién de Fibonacci, f,,,/f, , se
aproxima al nimero de oro cuando el orden de los términos crece indefinidamente:

. ],
= lim—~
¢ =lim i

Demostracion:

Por construccién de la sucesion es f, = f, , + f,_,. Dividiendo ambos miembros por

f,_, sera:
/s :1+f"*2—> /, =1+ 1 —>1imf” =1+ 1
S S St fn/ St lim oo
ﬁ’_z n-2
Llamando L = limL = limL, se tiene: L :1+%, osea, I’ =L+1, ecuacién
n—1 n-2
1++/5 B

de segundo grado cuya Unica raiz valida es L =

/s

Luego se verifica que ¢ = lim—"-

n—1
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3.3. Obtencion del término general de la sucesion de Fibonacci desde el
numero de oro:

Usando el nimero aureo es posible deducir una formula que permite obtener el
término general de la sucesion, para todo valor n. Esto hace posible que se pueda
calcular un término cualquiera de la sucesién de Fibonacci sin necesidad de calcular
todos los términos anteriores. La formula que nos facilita esto es la expresion de
Binet-Moivre:

L (1Y
L=5? ( ¢j

Demostracion:

De ser ¢° = ¢ +1, si multiplicamos toda la expresién por ¢">: ¢" =¢""' +¢"*, es

decir, ¢" satisface la sucesién de Fibonacci.

n n-1 n-2
Analogamente la seccion aurea, ¢ = —%: (—lj =(—l] (—lj , Y como
2 ® ®

o - 1Y " .1 11

son del mismo signo los términos | —— |y | —— setendra: —=—-——7F+—>
4 » 4 » 4

y, multiplicando ahora toda la expresién por (/)2" : go"” =go"+1 +¢@", 0, en definitiva,

" =¢" ' +¢"*, con lo que también satisface la sucesién de Fibonacci.



Esto nos permite expresar los términos de la sucesién en la forma f, =a¢" +bo",
eligiendo los coeficientes a y b de forma que se verifiquen las condiciones de
definicion de la sucesion de Fibonacci:

n-2

1) fo=f, . +f . osea:ad"+bp"=ad"" +bp"" +ad" +be
2) f,=0, esdecir: a+b=0
3) f, =1, que nos dice: ag+bp=1

El valor de los coeficientes a y b se obtienen de inmediato: b=—-a >a¢g—ap=1,

de donde:

! ! al

1
Cp-9 1+\/§_1—\/§ 5 b_—a_—\/g

2 2

lo que nos da finalmente:
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