DE LAS ALGEBRAS DE SUCESOS A LOS ESPACIOS PROBABILISTICOS CARLOS S. CHINEA

De las Algebras de Sucesos a los
Espacios Probabilisticos

Introduccion: las algebras de sucesos
Este trabajo podemos considerarlo continuacion del titulado “Aleatoriedad y
algebras de sucesos”, que figura en esta misma web, y en donde vemos, en

definitiva, que todo dalgebra de sucesos X es isomorfa a un subdlgebra Q del
algebra booleana p( 1), conjunto de las partes de los haces de sucesos de X . Si
Q no fuera un o —dlgebra, existe entonces una o —dlgebra minima @ ,(Q) que la
contiene, que es la o —dlgebra engendrada por Q

Vamos a estudiar aqui la posibilidad de establecer una medida sobre una sigma-
algebra de modo que podamos hacer corresponder un nimero real no negativo a
cada suceso de la misma, e introducir, de este modo, la idea de probabilidad.

MEDIDAS SOBRE UNA SIGMA-ALGEBRA
- Limites de sucesiones en una s-algebra:

Definicion 1
Sea {Ak }k21 una sucesion de partes de un conjunto U. Definimos el limite superior e
inferior del modo siguiente:

limsup 4, ={xeU/VneN,3m>nxec 4,}
k — oo

liminf 4, ={xeU/dne N,.Vm=>n,x€ 4, }
k— o

La sucesién dada, {Ak} tendra limite si ambos, superior e inferior, coinciden:

k=17
lim 4, =limsup 4, =liminf 4,
k—>ow k—o k— ©
Es inmediato, de esta definicién que:

- Si la sucesién es creciente:

A cAdc.c4 c..—>1lim4 =UAk
k—>o

- Si la sucesidn es decreciente:
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4204, 0..04, ...~ 1lim4, :ﬂAk

k—>ow

- Funciones en la c-algebra:

Definicion 2
Sea @ un algebra de sucesos y R el cuerpo infinito de los nimeros reales. Una
aplicaciéon f:® — Rse dice que es una funcién de conjuntos no negativa de

aditividad finita sii se verifican las dos condiciones:

a) VAe®d, f(4)=0
b) VA, Be®/ANB=¢—> f(AUB)=f(A)+ f(B)

Definicion 3
Sea @ una sigma-algebra y R el cuerpo infinito de los numeros reales. Una
aplicaciéon f:® — R se dice que es una funcién de conjuntos no negativa con

aditividad infinita, o bien, funcién de conjuntos no negativa completamente aditiva,
sii se verifican las dos condiciones

a) VAe ®, f(4)=0

b) VA, e ®,k=12,../4, N 4, :¢,i¢j—>f(UAkJ:Zf(Ak)
k=1

k=1
Una funcidon completamente aditiva se dice que es una medida sobre el o-algebra.

Teorema 1
Sea @ un algebra de booleana de partes de un conjunto U, y sea f:® — R una

funcion de conjuntos no negativa con aditividad finita. Se verifica las propiedades
siguientes:

a) Si es {AI,AZ,...,AH} una familia de elementos de @ disjuntos dos a dos, es decir,

talesque 4, N4, =¢,sii#j:
f(UAk}Zf(Ak)
k=1 k=1

b) VA,Be®, f(B—A)= f(B)— f(ANB)
c) VA,Be®, f(AUB)= f(A)+ f(B)- f(AN B)

d) VA,Be®, f(AUB)< f(A)+ f(B)

e) VA, Be®/AcB— f(B—A)= f(B)- f(A) A f(A) < f(B)
f) f(#)=0

9) f(4AB)= f(A)+ f(B)-2f(ANB)

Demostracion:
a) Probemos la formula por induccién:

Paran=1— f(4,) = f(4,)
Paran=2— f(A4, U A,)= f(A4,)+ f(4,), cierta por definiciéon de funcién no

negativa con aditividad finita.
Supongamosla cierta para n=h y veamos que, entonces, habra de ser cierta
también para n=h+1:
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b)

d)

f)

g)

h h
f(UAk]=Zf(Ak), sison 4, NA, =¢,sii#j
k=1 k=1

h+1

f(UAkaf[(UAk]UAMJZZf(Ak)+f(Ah+1)ZZf(Ak)

puesto que son

[OAk]ﬂAhH =¢

con lo cual, vemos que para todo n se verifica la formula propuesta.

Se tiene que:
VA,Be®,B=(ANB)U(BNA). Puesto que (ANB)N(BNA)=¢, se
tiene, por definicion que f(B):f(AmB)+f(BmZ):f(B):f(AmB)Jr

+ f(B—A),dedonde f(B—A)=f(B)-f(ANB)

Se tiene que VA,Be®, f(AUB)= f(AU(B—A))= f(A)+ f(B—A), puesto
que se cumple que AN(B—A)=¢.

Si sustituimos f(B— A) por la expresién obtenida en b), queda:

f(AUB)= f(A)+ f(B—A)= f(A)+ f(B)~ f(ANB)

Veamos que siempre es VA, B € ©, f(AUB) < f(A)+ f(B)

Si AnB=¢—> f(AUB)= f(A)+ f(B), por definicién.
Si ANB#¢— f(AUB)=f(A)+ f(B)—f(ANB)— f(A)+ f(B) -
—f(AUB)=f(ANB)>0— f(A)+ f(B)> f(AUB)

Por tanto, en todos los casos es VA,Be @, f(AUB)< f(A)+ f(B)

Si AcBes AnB=A,yporb),es f(B-A)=f(B)-f(ANB)=

= f(B)~ f(A) > f(B~A)= f(B)~ f(A)
Como por la definiciéon ha de ser f(B—A4)>0— f(B)— f(4)>20—>

— f(B)2 f(4)

Se tiene, puesto que AN@g=¢: f(A—@)=f(A) - f(P) > f(A)=f(A)—
—f(P)—> f(#$=0

Sabemos que AAB=(A—B)U(B—A),ycomo (A-B)N(B—A)=¢, se
tiene: f(AAB)= f(A—-B)+ f(B— A), y sustituyendo las expresiones
obtenidas en b):
f(A-B)=f(4)- (4N B)

f(B—A)=f(B)—f(BmA)}_>f(AAB):f(A)+f(B)_2'f(AmB)

- Una caracterizacion de la medida:

Teorema 2
Sea @ un c-algebra de partes de un conjunto U, y sea f : ® — R una funcién de

conjuntos no negativa con aditividad finita. Se verifica que f es una medida en @
sii para toda sucesi6on decreciente {An },121 de elementos de @ tales que

f(4,) <+, para n=1,2,... se cumple que lim f(4,)=0, paran — .
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f medida sobre ® < V{An }nzl decrec/ f(A,) <+o,n=12,... > 1lim f(4)=0
n— o

Demostracion:
Para probar la equivalencia, hemos de hacer la demostracion en los dos sentidos.
- Veamos que si f'es una medida, entonces lim f(4,) =0, paran — o :

pues se tiene obviamente que 4 =(4, —4,)+ (4, —A4A)+...+ (4, —4,,)+...=

= Z(Ak _Ak+1)' con (Ak _Ak+l)m(Ah _Ah+l): @, sik#h
=1

por ser funa medida se cumple que f(4,) = f(Z(Ak - Akﬂ)j = Zf(Ak —A4,.)
k=1

k=1

y por ser, por hipétesis, f(4,) <+ la serie Zf(Ak —A,,,) converge. Como es
k=1

VneN, f(4,) = Zf(Ak —A,,,) se tendrd, al ser la sucesién {4, }nzl decreciente:
k=n

lime(Ak —A,,,)=0 paran — ©, luego, efectivamente lim f(4,) =0, para n — o
k=n

- Veamos ahora que si lim f(4,) =0, para n — «, entonces f'es una medida:
Sea {AH }nZldecrec/f(An) <+oo,n=12,..Alimf(4,)=0,n > . Llamando

A, =U(pk se tiene que f(4,) =f[U(pkj<+oo, n=12,..

k=1 k=1

Sea la unién infinita O(pk Z(U(/’kJU Ggok] :(U(kaUAn , €l valor de la funcion

sera: f(O(DkJ = f(O(DkJ"‘f(An)

n—; hmf([]cok] ~lim Y. £ () +lim £(4,)> f([]cokj =Y f(@)+lim f(4,)

n

1
f((pk)+f(An). Pasando al limite, para

k=1

Si, por hipétesis, se verifica la condicién lim f(4,) =0, queda, finalmente:

f(O(ka = if((pk)JrO:if(gok) — [ es una medida

- La propiedad de paso al limite en una medida:

Teorema 3
Sea @ un c-algebra de partes de un conjunto U, y sea f : ® — R una medida
sobre @ .

a) Si {gon }n21 es una sucesion creciente de conjuntos de @ tal que verifica que

lime, = ¢, para n — © , entonces:
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lim f(p,) = f(®)

n—> 0

b) Si { n}m es una sucesién decreciente de conjuntos de @ tal que verifica

que limy, =y, para n — o, entonces:

lim f(y,) = f ()

n—> o
Demostracion:
a) Sea 4, =¢p—¢,. Como {gon }M es creciente, {An }nzl es decreciente y se

cumple que limA4, =lim(¢—¢,) =@ —limgp, =0, paran — ©, por lo que,
aplicando el teorema 2, serd lim f(4,) =0 para n — o . Por tanto, se tiene
que lim /(p—g,)=1lim f(p)-lim f(9,) = [ (¢)~lim [ (¢,) =0 para n — =
En definitiva, lim f(¢,) = f(¢) para n — «©

b) Sea 4, =y, -y . Como { ) }M es decreciente, {An}n21 es también decreciente
y se cumple que lim4, =lim(y, —y)=limy, —y =0, paran — «, por lo
que, aplicando el teorema 2, serad lim f(4,) =0 para n — oo . Por tanto, se
tiene que
lim f(y, —y)=lim f(w,)~lim /() =lim f ()~ /(') = 0 para n — oo
En definitiva, lim f(y,) = f(y) paran — o

- ESPACIOS PROBABILISTICOS DE KOLMOGOROFF:

Definicion 4
Un espacio probabilizable es el par constituido por un conjunto U y una c-algebra
® de partes de U:
Espacio probabilizable: (U,d))
(D es s-algebra de partes de U)

Se define espacio probabilistico, o espacio probabilistico de Kolmogoroff, como una
terna constituida por un conjunto U, una c-dlgebra ® de partes de U y una medida
p:® — R que verifica p(U)=1.
Espacio probabilistico: (U,<I),p)
(® oc-algebra de partes de U, p medida sobre @ tal que p(U)=1)

Es obvio que un espacio probabilistico es un espacio probabilizable (U,<I)) dotado
de una medida p que cumple la condicién indicada p(U)=1.
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Definicion 5

Se llama probabilidad a la medida p sobre la sigma-algebra de un espacio
probabilistico. Llamaremos probabilidad de un suceso M a la imagen p(M) por la
medida de probabilidad.

El conjunto U base del espacio probabilistico se denomina conjunto de los sucesos
elementales del espacio.

Teorema 4
Se verifican las siguientes propiedades para la medida de probabilidad:

1) p(JA4) =D p(4), VA4, e D, k=12, 4,NA, =¢,i# ]

2) p(B—A)=p(B)—p(ANB),VA,Be®

3) p(AuB)=p(A)+ p(B)—p(ANB),VA,Be®
4) p(AUB)< p(A)+ p(B),VA,Be®

5) Ac B— p(B—A)=p(B)-p(4)

6) p(¢)=0

7) p(AAB) = p(A4)+ p(B)—2.p(ANB)

Demostracion:
Trivialmente, por el teorema 1 se cumplen para cualquier medida.

Teorema 5

V{4,} . decrec/ p(4,) < +0o,n=12,...—>lim p(4) =0

n— o

Demostracion:
Trivialmente, por el teorema 2.

Teorema 6
a) Si {(pn }n21 es una sucesién creciente de conjuntos de @ tal que verifica que

limg, = ¢, paran — © , entonces:

limp(p,) = f(p)
n—> o0

b) Si { n}n21 es una sucesién decreciente de conjuntos de @ tal que verifica

que limy, =y, para n — o, entonces:

limp(y,) = f(v)
n—» o0

Demostracion:
Trivial, por el teorema 3.

Teorema 7
La probabilidad de un suceso cualquiera estd comprendida entre 0 y 1:
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0<p(A)<,VAe D
Demostracion:
VAe®, AcU > p(U-A4)=pU)-p(A)=1-p(4)=20—> p(4) <1,y como p es
una medida y por tanto definida positiva, se tiene, que 0 < p(4)<1,VA€ .

Teorema 8
La probabilidad del suceso complementario de un suceso dado es igual a la unidad
menos la probabilidad del suceso dado.

Demostracion:
Deser U=AUAANANA=¢ > p(U)=p(A)+ p(4) > 1= p(A)+ p(A4), por tanto:

p(A)=1-p(4)

Teorema 9
La probabilidad de un suceso cualquiera, 4, es la suma de las probabilidades de los

sucesos elementales cuya unién es A.
Demostracion:

Sea U = {ul,uz,...,un}, donde los u;,i =1,2,...,n son elementales.

si d=Ju, > Ju, A (u,=¢ > p()=3 pw,)

u;,cA u;cA u;cA u;cA

Teorema 10 (Regla de Laplace)
Si los sucesos elementales de un fendmeno aleatorio son equiprobables, entonces,
la probabilidad de un suceso cualquiera A4 resulta de dividir el nUmero de sucesos

elementales cuya uniéon es 4 por el nimero total de sucesos elementales del
fendmeno aleatorio.

Demostracion:
Sea U = {ul,uz,...,un}, donde los u,;,i =1,2,...,n son elementales.

Como p(u,) = p(u,)=...= p(u,), siendo U =u, Uu, U...Uu,se tiene que

pWU) = pu) + p(u,) +...+ p(u,) = n.p(u;) > 1=n.p(u,) > p(u,) =1/n
Si son m los sucesos elementales cuya unidon es A4, se tiene, por el teorema
anterior:

p(A) =" pu) = m.p(u) = m% _m

u;,cA

ESPACIO DE PROBABILIDAD CONDICIONAL O DE RENYI
Definicion 6
Se define como espacio de probabilidad condicional o espacio de probabilidad
condicional de Renyi a una cuaterna (U,qD,H,p) donde:
- U es el conjunto de sucesos elementales.

- @ es una c-algebra de partes de U.
- Hes unaparte de @.
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- p es una medida sobre @ que verifica las condiciones:
a) Para Be H fijo, VAe ®,p(A,B)= p(A/B)>0
b) SiA=B, p(A4,A)= p(A/A)=1
p(AnB/C)

c) VAe ®,VB,Ce H/IC<cBAp(B/C)>0 — p(A/B) =
p(B/C)

- Si p(A/B)=% se dice entonces que el espacio de probabilidad
p

condicional de Renyi estd engendrado por el espacio probabilistico de
Kolmogoroff.

Representaremos en adelante por (U,CD,H,p(A/B)) a un espacio de probabilidad

condicional de Renyi engendrado por (U,d),p), espacio probabilistico de
Kolmogoroff .

Teorema 11

Si es (U,CD,H,p(A/B)) un espacio de probabilidad condicional de Renyi se verifican
las siguientes propiedades:

1) p(A/B)=p(An B/B)

2) p(A/B)<1

3) p(¢/B)=0
4) AnB=¢—> p(4/B)=0
5) p(U/B)=1

Demostracion:

1) De ser p(A/B) :M, se tiene, haciendo B=C:
p(B/C)
D(AIB) = p(ANB/B) _ p(AnB/B) — (AN BIB)
p(B/B) 1

2) Puesto que ANBc B— p(AnB/B)< p(B/B)=1, luego por 1):
p(A/B)=p(AnB/B)<1

3) Trivialmente, pues p(¢4) =0

4) AnNB=¢—> p(A/B)=p(AnB/B)=p(¢/B)=0

5 p(U/B)=p(UNB/B)=p(B/B)=1

Teorema 12
a) Sea el espacio de probabilidad condicional (U,d),H,p(A/B)). Si consideramos

un suceso fijo M eHde modo que llamamos p(4/M)=p, (A), entonces
(U,d),p;ll) es un espacio probabilistico de Kolmogoroff.

b) Supongamos que es N e ®/M NN € Hy es estrictamente p}w(N) >0, si ahora
)= py(ANN)

Py

llamamos p,,(A/N se verifica entonces: p,,(A4/N)= p(A/M N N)

Demostracion:
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a) Puesto que p;u es una medida sobre la c-algebra ® de partes de U, la terna
(U,d),p;ll) es efectivamente un espacio probabilistico de Kolmogoroff.

b Sies p,, (A/N)=LuAON) _ pANNIM)

, por teorema 11,1) es:

Pu(N) p(N/M)
Py (A/N)= pANN/M) = pPANNAM/M) y por la condicion c) de la definicién
p(N/M) p(NNM/M)
6 anterior, queda finalmente p,,(4/N) = pANNAMIM) = p(A/M AN)

P(NAM/M)

Teorema 13

a) Sea el espacio de probabilidad condicional (U,d),H,p(A/B)). Si es U e Hde
modo que llamamos p(A4/U)= p'(4), entonces (U,<I),p') es un espacio
probabilistico de Kolmogoroff.

b) Supongamos que es N e Dy es estriccamente p'(N)>0, se verifica entonces
)= p'(ANN)

que p'(4/N '
P'(N)

Demostracion:
Es trivial, desde la definicién 6 y teorema anterior.

Resulta, en definitiva, que estos espacios de probabilidad condicional o espacios
condicionales de Renyi, (U,CD,H,p(A/B)), son mas generales que los espacios
probabilisticos de Komogoroff y que contienen a éstos como caso particular.

INDEPENDENCIA DE SUCESOS. PROBABILIDAD TOTAL. TEOREMA DE BAYES

Definicion 7
Dados los sucesos aleatorios A y B de la sigma-algebra @ tales que p(4)>0,
p(B) >0, se dice que A es independiente de B sii p(4/B)=p(A).

Teorema 14
Si un suceso 4 es independiente de B entonces B es independiente de 4,
verificAndose para sucesos independientes:

A, B € @, independientes <> p(A N B) = p(A4).p(B)
Demostracion:

(AN B) _

Aindepend de B— p(A/B) = P p(A) > p(ANnB) _
p

(B) p(4)
— p(B/ A) = p(B) = Bindepend de A

p(B) —>

ANB
Si ambos sucesos son independientes se verifica que p(—) =p(B)—>

p(A4)
— p(AN B)= p(A).p(B)
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Teorema 15
Sea (U,CI),H,p(A/B)) un espacio de probabilidad condicional. Se verifica que

a) Si p(4)=0 o bien p(4)=1, entonces el suceso 4 es independiente de cualquier
otro suceso del s-algebra.
b) Si los sucesos 4 y B son independientes, entonces también son independientes

los pares de sucesos {Z,B}, {A,E} y {Z,E}.

Demostracion:
a) Sip(4)=0— p(4).p(B)=0,
como ANBc A—> P(ANB)< P(A)=0—> P(An B)=0, por tanto es
p(ANnB)=p(A).p(B)— {A,B} independientes
Si p(4)=1— p(A).p(B)=1.p(B) = p(B),
p(AVUB)=p(A)+p(B)—p(ANB) > p(ANB) =1+ p(B)— p(AUB) =
=1+ p(B)-1=p(B)
por tanto es
p(AnB)= p(A).p(B) —> {A,B} independientes
b) Veamos que el par @,B} estd formado por sucesos independientes sin lo son
Ay B:
p(ANB) = p(B)— p(ANB) = p(B) - p(4).p(B) = p(B).(1- p(4)) = p(B).p(4)
luego, p(ANB)=p(A).p(B)—> {A,B}independientes
La demostracion de que el par {A,E} esta formado por sucesos
independientes es, obviamente, la misma.
Veamos que el par 4, B| esta formado por sucesos independientes sin lo son
Ay B:
pP(ANB)=p(AUB)=1- p(4UB)=1- p(4)— p(B)+ p(AN B) =

=1- p(4)— p(B)+ p(B).p(4) = p(4A)— p(B)(1- p(4))= p(A)— p(B).p(4) =

= p(4).(1- p(B)) = p(4).p(B)
luego, p(ANB)=p(A4).p(B) > {Z, E}independientes

Definicion 8

Un conjunto de n sucesos de la c-algebra ® se dicen mutuamente independientes si
para un numero k cualquiera de ellos tal que £=23,...,n, se verifica que la
probabilidad de su interseccion es igual al producto de sus probabilidades, esto es,
eligiendo una combinacion cualquiera de orden k-esimo {il,iz,...,ik}de los nimeros

1,2,...n} es: p(4 "4, .04 )= p(4).p(4,)..p(4,)

Definicion 9

Se define como sistema completo de sucesos en sentido amplio a un conjunto de
sucesos cuya interseccion dos a dos es imposible y cuya probabilidad de la union es
la unidad (no necesariamente la unidén de todos estos sucesos ha de ser el suceso

seguro). Es decir, en un espacio probabilistico de Kolmogoroff, (U,d),p), se tendria

que {AI,...,An}compIeto ens. amplio<> 4 NA;=0,sii#j /\p(UAk] = Zp(Ak) =1
k=1

k=1
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Teorema 16 (de la probabilidad total)
Dado un espacio probabilistico de Kolmogoroff (U,d),p)y {MI,MZ,...,MS} un

sistema completo de sucesos en sentido amplio de la o-algebra @, con
probabilidades estrictamente positivas (p(Mi)>0,i=1,...,s). Se verifica entonces que:

p(A) =" p(4/M,).p(M,),VAeD

Demostracion:
Se tiene que M, "M, =¢,i# j>(ANM)N(ANM;)=¢,i# j, luego es

A={J1nM,) - p(4) =p[U(AﬁMk)j =2 p(ANM,)=) p(4/M,)p(M,)

Teorema 17 (de Bayes)
Dado un espacio probabilistico de Kolmogoroff (U,d),p) y sea {MI,MZ,...,MS} un
sistema completo de sucesos en sentido amplio de la o-algebra ®, con

probabilidades estrictamente positivas (p(Mi)>0,i=1,...,s). Se verifica entonces que,
VAe®/p(A)>0:

p(A/ M ).p(M))
M./ A)= J J
P IAD > p(AIM,).p(M,)
Demostracion: !
p(M ./ A)= pM;~4)  p(4/IM).p(M,)

p(4) Y. p(AIM,).p(M))
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