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EL METODO DE LAS
TRANSFORMACIONES POR
CONTRACCION

APLICACION A LA DEMOSTRACION DE EXISTENCIA Y
UNICIDAD DE SOLUCIONES EN LAS ECUACIONES
DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN

Son muchas las situaciones en la que se nos plantea la necesidad de probar la existencia y
unicidad de solucién en ecuaciones algebraicas, de tipo trascendente, diferenciales, etc.. La
prueba de que la solucién existe y que ademas es Unica, en cada caso, en cada tipo de
problema, exige actuar de forma diferente en general. Sin embargo, una determinada
manera de actuacién, valida para muchos casos de este tipo, permite englobar en una
misma metodologia la prueba de existencia y unicidad de la solucién en diversos problemas.
El método de las Transformaciones por Contraccion es un método de los llamados de punto
fijo o también de aproximacion sucesiva, y es la simple aplicaciéon de un teorema basico que
se verifica en cualquier espacio métrico completo. En lo que sigue exponemos el teorema
basico y lo aplicaremos como ejemplo a ecuaciones diferenciales de primer orden.

0. Los espacios métricos completos:

Un espacio métrico M queda definido por la existencia de una métrica, por una distancia,
es decir, por una aplicacion d definida de M en M que cumple las tres condiciones:

a) V(x,y)eM,d(x,y)=0, sid(x,y)=0=>x=y
by V(x,y)eM,d(x,y)=d(y,x)

Un espacio métrico sera completo si en él toda sucesién de Cauchy es convergente, esto
es, toda sucesion en la que los términos se acercan entre si es convergente en M.

1. El Método de las transformaciones por contraccién:

Teorema: Si en un espacio métrico y completo, M, existe un operador A tal que verifica las
dos condiciones siguientes

1) Transforma puntos de M en puntos de M:
AM—>M. VxeM,AxeM [1]
2) Acerca los puntos imagenes:

Vx,y e M, d(Ax,Ay) < gd(x,y), 0< <1 (2]
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entonces, existird un Unico punto fijo we M tal que Aw=w, y que puede calcularse
mediante aproximaciones sucesivas, esto es, si la sucesion de M (w )z {wo,wl,...,wn,...}se

n

obtiene aplicando sucesivamente el operador Aw, ; =w,, serd limw, = w.

Demostracion:

Puesto que M es un espacio métrico, toda sucesién fundamental o de Cauchy es convergente
en M. Por tanto, bastara probar que la sucesion (wn)={wo,wl,...,wn,...} es sucesion de
Cauchy, es decir, bastara probar que

Ve>0,aN,/p,g>N, =d(w,,w,)<é&

Se tiene, por tanto, para ¢<1:

d(wy,wy) = d(Awy, Aw)) < d(wy, ;)

2

d(wy,wy) =d(Aw,,Aw,) < ¢ .(wo,wl)

d(w,,w,,)=d(Aw, ,Aw ) <" (wy,w,)
y para dos términos cualesquiera de la sucesién, w, y w, tendriamos:

dw,,w)=dw,w, )<dw,w, )+dw, ,w,,)+..+dWw, ,w,, )=

= (¢p + ¢p+l +...+ ¢p+r_l )d(WO,WI)

Por tanto:

d(w,,w,)=d(w,,w,, )< u.d(wo,wl) < ¢,,¢ d(wy, W)

¢—1 1-
Es decir, la distancia se hace cada vez menor al aumentar el valor de p, por lo cual

Ve>0,3IN,/p,g>N,=d(w,,w)<¢

Y siendo M un espacio métrico completo, la sucesion dada (W )z{wo,wl,...,wn,...} es

n

convergente en M:
weR/limw, =w

Este limite, por ser Unico, es el punto fijo de la transformacién que define el operador A. Es
decir, existe un Unico punto weM tal que Aw=w.

Este teorema nos ofrece en definitiva un método para probar la existencia de un punto fijo,
tnico, que verifica la ecuaciéon Aw=w, método que podemos aplicar en cada tipo de problema
definiendo adecuadamente el operador A y la métrica del espacio.
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2. Una utilizacion inmediata del método. Probando la existencia y unicidad de
soluciones de la ecuacién diferencial de primer orden:

Probemos que si la funcién f(x,y) es continua y lipschitziana en el dominio

D= {(x,y)/(x0 —as<x<xy+a)AN(Yy—-b<y<y,+b)ry, = y(xo)}
entonces la ecuacion diferencial y'=f(x,y) tiene en dicho dominio solucién Unica.
Efectivamente:

Para efectuar la demostracién, tengamos en cuenta que:

. Si f(x,y) es continua en D también sera acotada en D:
ElMeR/‘f(x,y)‘SM,V(x,y)eD
. Si f(x,y) es lipschiptziana en D cumple, por definicién, que

N € R/ f(x.)~ £ (6.3, < Ny, — ,

, (uy)(x,y,)eD
. Si existe la integral, la solucién de la ecuacién diferencial habra de ser de la forma
X
y=yo+ [fGop)dy, y,—b<y<y,+b
o

. La métrica del espacio, es decir, la distancia entre dos valores de y(x), se define en la
forma habitual por

d(y,,¥,) =max‘yl _yz‘

. Para que se cumpla la existencia y unicidad de la solucién de la ecuacién diferencial dada
debemos comprobar que se verifican las dos condiciones [1] y [2] del teorema que define el
método de las transformaciones por contraccion, o sea, que para el operador A que
definamos se cumplird que:

1) Vye(yo—b,yoer), Aye(yo—b,y0+b)
2) V1,3, € (0o =,y +5), d(Ay, Av,) < $d(3y,3,), 0<p<l1

Veamos que se cumplen las dos condiciones del teorema, definiendo el operador A en la
forma:

Ay =y + [ f(x,p)dx

1) Vye(y0 -b,y, +b), Aye(y0 -b,y, +b):

f(x,y)contenD:>f(x,y)ac0tenD:>ElMeR/‘f(x,y)‘SMenD:>

=M eR/If(x,y).dx SM.‘x—xO‘ =M.s,, llamando s, z‘x—xo‘ <a.

X0
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Por tanto, es ‘Ay —yo‘ = Jx.f(x,y).dx < j.M.dx < M.‘x—xo‘ =M., <b

X X

Y ha de ser:

s, <a

. b
Ms,<b=s)<—= - b 3s0<mln(a, A‘x—xo‘zsojxo—s0§x3x0+so
Sy <—— M
0

en definitiva:
. b
vy e(y, —b,yy +b), Aye(y, —b,y, +b), con x € (x, —50,X, +5, ) 5, < mln(a,Mj

Siendo M una cota de la funcidn f(x,y) en D.

2) Yy, €(vy —b,y, +b), d(Av,,Av,) < 9d(y,,p,), 0<g<l:

V(0. (x,3,) € D, d(Ay,,Ay,) = max|Ay, — Ay, | = max|[[£(x,3,) = £(x, y,)Jdx

Xo

y por ser f(x,y) lipschitziana en D:

d(Ayl,Ayz)z max“f(x,yl)—f(x,yz)ldx < N.max .ﬂyl —yz‘.dx = N‘x—xo‘.max‘yl —yz‘ =

Xo Xy

=N-So-d(y1,y2) =¢'d(ylay2)

Esta segunda condicion se verifica eligiendo ¢ = N.s, <1= s, < N

Por tanto, la ecuacion diferencial

dy
- = f(xa )’)
dx
. o . b 1 )
tiene solucién Unica y(x), para X, —S, < X < X, +5,, cons, <min a’ﬁ’ﬁ , siendo M

una cota de f(x,y) en D, y N constante de Lipschitz en D.

Se concreta, en definitiva, el siguiente enunciado:

Si es f(x,y) continua y lipschitziana en el intervalo (xo—a,xo+a) con valores en el

intervalo (y0 -b,y, +b), entonces, la ecuacién diferencial y'= f(x, y)tiene solucién, y es
. _ _ . b 1
ademas unica, en el intervalo (xo — 805X, +SO) siendo 5, < min a’ﬁ’ﬁ donde es M una

cota de f(x,y) y N la constante de la condicidon de Lipschitz en el intervalo (xo —a,x, + a).
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3. Utilizacion del método para probar la existencia y unicidad de solucién en un sistema
de ecuaciones diferenciales de primer orden.

Probemos que si las funciones fi(X,y1,...,Yn) son continuas y lipschitzianas en el dominio
D ={(x, 0y ) (g —a<x<xg+ @) A (Dig =D, <, Sy +b) A Yy = ¥,(Xy)s i = 1,.n)

entonces el sistema de ecuaciones diferenciales

d
L: ﬁ(x’yl""’yn)
dx

= fn('x’yl""’yn)
dx

tiene en dicho dominio solucidén Unica.

Demostracion:

Por ser continuas y lipschitzianas son en D acotadas y cumplen la condicién de Lipschitz:

dM e R/

f;(xayla'~'ayn <M, i: 1,...,1’1

aN e R/‘fi(x,ul,...,un)—fi(x,vl,...,vn)

n
< N.Z‘uj - vj‘
Jj=1
Consideraremos el espacio E de todas las n-plas y = (yl,...,yn) donde las componentes son

Yi zyi(x)’ xe(xo —a, X, +a)/\yi0 :yi(xo)

definiéndose la distancia en este espacio en la forma habitual:
n
Yu,ve E, u= (ul,...,un ), V= (vl,...,vn ), d(u,v)= Zmax‘uj —v_/.‘
j=1
Si existe la integral, la solucidén de cada una de las ecuaciones del sistema viene dada por

Y=Y +Lofi(x,yl,...,yn).dx, i=1l...,n

Hemos de comprobar que se verifican las condiciones [1] y [2] del procedimiento:

1) VyeD, AyeD
2) Vu,veD, d(Au,Av)<¢.d(w,v)

para lo cual definimos el operador A de la forma:

MARCHENA, JUNIO, 2006 5



EL METODO DE LAS TRANSFORMACIONES POR CONTRACCION CARLOS S. CHINEA

Ay = (Ay,,... Ay,)

siendo:

Ay, =y, +L [ (X, yeny,)dx, i=1,..,n

1) La comprobacién de la primera condicién es inmediata:

‘Ayi — Vil = J.ﬁ(x,yl,...,yn).dx < ~[M.d)c SM.\x—xo‘ =Ms,<b,, i=1..,n

Xo Xo

b,
por tanto ha de ser s, =‘x—xo‘ <a AN S, =\x—x0‘ <HI

En definitiva, es:

vy, e(in b,y +bi)’ Ay, € (yi() =b, ¥y +bi)

. b, ,
con x € (xo — 805X, +s0), 5y < mln(a,jv’[ , i=1..,n

y para cada n-pla:

= y,) = (ylo + f S 6V s )X V0 + f Ja(x yl,---,y,,)-dx)

. b,
VyeD,AyeD, con x € (x0 —80,X, +s0), 5, < mm(a,}v’[} i=L..,n

2) La segunda condicién:

j f (x,ul,...,un).dx—j;fj(x,vl,...,vn ).dx

n n
d(Aw,Av) = Zmax‘uj - vj‘ = Zmax
J= j=1
n
= 2 max
Jj=1
n
< z max
J=

= N.Zn:max‘uj —v_/.Hx - xo‘ =Nd@,v).s, =¢.d(@,v)
j=1

<

J:) [fj (X1 5estt,) = f (x,vl,...,vn)]dx

dx

uj—vj‘.dx

1 <Ny max [
; P cee n - ; cee n —_ .

J; ‘ Jj X u]a U ) f/(xavla sV ) szaxj‘x
Xo =1 0

1 :
Para que sea ¢ = N.s, <1 ha de ser s, < N , por lo cual ha de ser 5, < mln(a,Nj

En definitiva, por tanto, puede enunciarse que
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Si son las funciones f,(X,),.cc ¥, )seees £, (X, V5., V) continuas y lipschitzianas en el
dominio D

D= {(x7y1""yn)/(x0 —a<x<x,+a) AW =b <y, <y +b) Ay =y,.(x0),i=1,...,n}

con constantes de acotacion M y de Lipschitz N en D, entonces el sistema dado por

dy, .
: :f(xayla'"ayn)g l=1,...,n
dx
. s . ) . bi 1
tiene solucion unica en el intervalo (xo —so,x+s0) siendo §, < min a,M ’N para cada

unodelos i =1,...,n
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