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EL MÉTODO DE LAS 
TRANSFORMACIONES POR 

CONTRACCIÓN 
APLICACIÓN A LA DEMOSTRACIÓN DE EXISTENCIA Y 

UNICIDAD DE SOLUCIONES EN LAS ECUACIONES 
DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN 

 
 
 
Son muchas las situaciones en la que se nos plantea la necesidad de probar la existencia y 
unicidad de solución en ecuaciones algebraicas, de tipo trascendente, diferenciales, etc.. La 
prueba de que la solución existe y que además es única, en cada caso, en cada tipo de 
problema, exige actuar de forma diferente en general. Sin embargo, una determinada 
manera de actuación, válida para muchos casos de este tipo, permite englobar en una 
misma metodología la prueba de existencia y unicidad de la solución en diversos problemas.  
 
El método de las Transformaciones por Contracción es un método de los llamados de punto 
fijo o también de aproximación sucesiva, y es la simple aplicación de un teorema básico que 
se verifica en cualquier espacio métrico completo. En lo que sigue exponemos el teorema 
básico y lo aplicaremos como ejemplo a  ecuaciones diferenciales de primer orden. 
 
 
 

0. Los espacios métricos completos: 
 
Un espacio métrico M queda definido por la existencia de una métrica, por una distancia, 
es decir, por una aplicación d definida de M en M que cumple las tres condiciones: 

 
a)   yxyxdsiyxdMyx =⇒=≥∈∀ 0),(,0),(,),(  

 
      b)   ),(),(,),( xydyxdMyx =∈∀  

 
      c)   ),(),(),(,),,( yzdzxdyxdMzyx +≤∈∀  

 
Un espacio métrico será completo si en él toda sucesión de Cauchy es convergente, esto 
es, toda sucesión en la que los términos se acercan entre sí es convergente en M. 

 
 
 
 
 

1. El Método de las transformaciones por contracción: 
 
 
 
Teorema: Si en un espacio métrico y completo, M, existe un operador ∆ tal que verifica las 
dos condiciones siguientes 
 

1) Transforma puntos de M en puntos de M: 
 

                                 MxMxMM ∈∆∈∀→∆ ,.:                                      [1] 

 
2) Acerca los puntos imágenes: 

 
                            10),,(.),(,, ≤≤≤∆∆∈∀ φφ yxdyxdMyx                        [2] 
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entonces, existirá un único punto fijo Mw∈ tal que ww =∆ , y que puede calcularse 

mediante aproximaciones sucesivas, esto es, si la sucesión de M ( ) { },...,...,, 10 nn wwww = se 

obtiene aplicando sucesivamente el operador  nn ww =∆ −1 , será wwn =lim . 

 
 
Demostración: 
 
 
Puesto que M es un espacio métrico, toda sucesión fundamental o de Cauchy es convergente 

en M. Por tanto, bastará probar que la sucesión ( ) { },...,...,, 10 nn wwww =  es sucesión de 

Cauchy, es decir, bastará probar que 
 

εε εε <⇒>∃>∀ ),(,/,0 qp wwdNqpN  

 
Se tiene, por tanto, para φ<1: 
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 y para dos términos cualesquiera de la sucesión, wp y wq tendríamos: 
 

( ) ),(....

),(...),(),(),(),(

10
11

1211

wwd

wwdwwdwwdwwdwwd
rppp

rprppppprppqp

−++

+−+++++

+++=

=+++≤=

φφφ
 

 
Por tanto: 
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Es decir, la distancia se hace cada vez menor al aumentar el valor de p, por lo cual 
 

εε εε <⇒>∃>∀ ),(,/,0 qp wwdNqpN  

Y siendo M un espacio métrico completo, la sucesión dada ( ) { },...,...,, 10 nn wwww =  es 

convergente en M: 
 

wwRw n =∈∃ lim/  

 
Este límite, por ser único, es el punto fijo de la transformación que define el operador ∆. Es 
decir, existe un único punto w∈M tal que ∆w=w. 
 
 
 
Este teorema nos ofrece en definitiva un método para probar la existencia de un punto fijo, 
único, que verifica la ecuación ∆w=w, método que podemos aplicar en cada tipo de problema 
definiendo adecuadamente el operador ∆ y la métrica del espacio. 
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2. Una utilización inmediata del método. Probando la existencia y unicidad de 
soluciones de la ecuación diferencial de primer orden: 

 
 
Probemos que si la función f(x,y) es continua y lipschitziana en  el dominio  
 

{ })()()/(),( 000000 xyybyybyaxxaxyxD =∧+≤≤−∧+≤≤−=  

 
entonces la ecuación diferencial y’=f(x,y) tiene en dicho dominio solución única. 
 
Efectivamente: 
 
Para efectuar la demostración, tengamos en cuenta que: 
 
. Si f(x,y) es continua en D también será acotada en D: 
 

DyxMyxfRM ∈∀≤∈∃ ),(,),(/  

 
. Si f(x,y) es lipschiptziana en D cumple, por definición, que 
 

DyxyxyyNyxfyxfRN ∈−≤−∈∃ ),(),,(,.),(),(/ 212121  

 
. Si existe la integral, la solución de la ecuación diferencial habrá de ser de la forma 
 

byybydxyxfyy
x

x

+≤≤−+= ∫ 000 ,).,(
0

 

 
. La métrica del espacio, es decir, la distancia entre dos valores de y(x), se define en la 
forma habitual por 
 

2121 max),( yyyyd −=  

 
. Para que se cumpla la existencia y unicidad de la solución de la ecuación diferencial dada 
debemos comprobar que se verifican las dos condiciones [1] y [2] del teorema que define el 
método de las transformaciones por contracción, o sea, que para el operador ∆ que 
definamos se cumplirá que: 

 

1) ( ) ( )bybyybybyy +−∈∆+−∈∀ 0000 ,,,  

2) ( ) 10),,(.),(,,, 21210021 <<≤∆∆+−∈∀ φφ yydyydbybyyy  

 
Veamos que se cumplen las dos condiciones del teorema, definiendo el operador ∆ en la 
forma: 

∫+=∆
x

x

dxyxfyy
0

).,(0  

 

1) ( ) ( )bybyybybyy +−∈∆+−∈∀ 0000 ,,, : 

 

⇒≤∈∃⇒⇒ DenMyxfRMDenayxfDencontyxf ),(/cot),(),(  

      00 ..).,(/
0

sMxxMdxyxfRM
x

x

=−≤∈∃⇒ ∫ , llamando axxs <−= 00 . 
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     Por tanto, es bsMxxMdxMdxyxfyy
x

x

x

x

<=−≤≤=−∆ ∫∫ 000 ...).,(
00

 

Y ha de ser: 
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en definitiva: 

 ( ) ( )bybyybybyy +−∈∆+−∈∀ 0000 ,,, , con ( ) 





<+−∈
M
bassxsxx ,min,, 00000  

Siendo M una cota de la función f(x,y) en D. 
 
 

2) ( ) 10),,(.),(,,, 21210021 <<≤∆∆+−∈∀ φφ yydyydbybyyy : 

( ) [ ]∫ −=∆−∆=∆∆∈∀
x

x

dxyxfyxfyyyydDyxyx
0

.),(),(maxmax,,),(),,( 21212121  

y por ser f(x,y) lipschitziana en D: 
 

( ) [ ]

),(.),(..

max..max..),(),(max,

21210

210212121

00

yydyydsN

yyxxNdxyyNdxyxfyxfyyd
x

x

x

x

φ==

=−−=−≤−=∆∆ ∫∫

 

Esta segunda condición se verifica eligiendo 
N

ssN 11. 00 <⇒<=φ . 

 
 
Por tanto, la ecuación diferencial  
 

),( yxf
dx
dy

=  

 

tiene solución única y(x), para 





<+≤≤−

NM
basconsxxsx 1,,min, 00000 , siendo M 

una cota de f(x,y) en D, y N constante de Lipschitz en D. 
 
 
Se concreta, en definitiva, el siguiente enunciado: 
 
 

Si es f(x,y) continua y lipschitziana en el intervalo ( )axax +− 00 ,  con valores en el 

intervalo ( )byby +− 00 , , entonces, la ecuación diferencial ),(' yxfy = tiene solución, y es 

además única, en el intervalo ( )0000 , sxsx +−  siendo 





<

NM
bas 1,,min0 donde es M una 

cota de f(x,y) y N la constante de la condición de Lipschitz en el intervalo ( )axax +− 00 , . 
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3. Utilización del método para probar la existencia y unicidad de solución en un sistema 
de ecuaciones diferenciales de primer orden. 

 
 
Probemos que si las funciones fi(x,y1,...,yn) son continuas y lipschitzianas en  el dominio  
 

{ }nixyybyybyaxxaxyyxD iiiiiiin ,...,1),()()/()...,,( 0000001 ==∧+≤≤−∧+≤≤−=
 

entonces el sistema de ecuaciones diferenciales 
 

),...,,(
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dx
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dx
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=

=

 

 
tiene en dicho dominio solución única. 
 
 
 
Demostración: 
 
Por ser continuas y lipschitzianas son en D acotadas y cumplen la condición de Lipschitz: 
 
 

.  niMyyxfRM ni ,...,1,,...,,(/ 1 =<∈∃  

 

.  ∑
=

−≤−∈∃
n

j
jjnini vuNvvxfuuxfRN

1
11 .),...,,(),...,,(/  

 

Consideraremos el espacio E de todas las n-plas ( )nyyy ,...,1=  donde las componentes son 

 

( ) )(,),( 0000 xyyaxaxxxyy iiii =∧+−∈=  

 
definiéndose la distancia en este espacio en la forma habitual: 
 

( ) ( ) ∑
=

−===∈∀
n

j
jjnn vuvudvvvuuuEvu

1
11 max),(,,...,,,...,,,  

 
 Si existe la integral, la solución de cada una de las ecuaciones del sistema viene dada por 
 

nidxyyxfyy
x

x niii ,...,1,).,...,,(
0

10 =+= ∫  

 
Hemos de comprobar que se verifican las condiciones [1] y [2] del procedimiento: 
 

),(.),(,,)2
,)1

vudvudDvu
DyDy

φ≤∆∆∈∀
∈∆∈∀

 

 
 
para lo cual definimos el operador ∆ de la forma: 
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( )nyyy ∆∆=∆ ,...,1  

 
siendo: 
 

∫ =+=∆
x

x niii nidxyyxfyy
0

,...,1,).,...,,( 10  

 
 
 

1) La comprobación de la primera condición es inmediata: 
 

nibsMxxMdxMdxyyxfyy i

x

x

x

x
niii ,...,1,...).,...,,( 0010

00

=<=−≤≤=−∆ ∫∫  

por tanto ha de ser 
M
bxxsaxxs i<−=∧<−= 0000  

 
En definitiva, es: 

( ) ( )iiiiiiiiii bybyybybyy +−∈∆+−∈∀ 0000 ,,,  

con ( ) ni
M
bassxsxx i ,...,1,,min,, 00000 =






<+−∈  

y para cada n-pla: 
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,, DyDy ∈∆∈∀  con ( ) ni
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2) La segunda condición: 
 
 

( )

[ ]

),(.).,(.max.

.max..),...,,(),...,,(max

.),...,,(),...,,(max

.),...,,(.),...,,(maxmax,

0
1

0

11
11

1
11

1
11

1

00

0

00

vudsvudNxxvuN

dxvuNdxvvxfuuxf

dxvvxfuuxf

dxvvxfdxuuxfvuvud

n

j
jj

n

j

x

x jj

n

j

x

x njnj

n

j

x

x njnj

n

j

x

x nj

x

x nj

n

j
jj

φ==−−=

=−≤−≤

≤−=

=−=−=∆∆

∑

∑ ∫∑ ∫

∑ ∫

∑ ∫∫∑

=

==

=

==

 

 

Para que sea 1. 0 <= sNφ  ha de ser 
N

s 1
0 < , por lo cual ha de ser 






<
N

as 1,min0  

 
 
 
En definitiva, por tanto, puede enunciarse que 
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Si son las funciones ),...,,(),...,,...,,( 111 nnn yyxfyyxf  continuas y lipschitzianas en el 

dominio D 
 

{ }nixyybyybyaxxaxyyxD iiiiiiin ,...,1),()()/()...,,( 0000001 ==∧+≤≤−∧+≤≤−=  

 
con constantes de acotación M y de Lipschitz N en D, entonces el sistema dado por 
 

niyyxf
dx
dy

n
i ,...,1),,...,,( 1 ==  

tiene solución única en el intervalo ( )000 , sxsx +−  siendo 





<

NM
bas i 1,,min0 para cada 

uno de los ni ,...,1=  
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